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Rozdziat 1

Przestrzenie wektorowe 1
wektory losowe

Istota kazdego dobrze postawionego problemu statystycznego jest precyzyj-
ne wyspecyfikowanie rodziny rozktadéw prawdopodobienstwa na rozwazanej
przestrzeni préb. Analizujac strukture rozwazanej rodziny rozkladéw praw-
dopodobienstwa, warto wyrézni¢ te charakterystyki rozktadow, ktére moga
by¢ opisane bez odwolywania si¢ do przyjetego ukladu wspétrzednych (tzw.
aspekty geometryczne) i te, dla ktorych nie jest to mozliwe. Pomocna jest
tu teoria skonczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych wyposazonych
w iloczyn skalarny, ktérej elementy omowimy w podrozdziale 1.1. Niniejszy
rozdzial w calodci oparty jest na ksiazce [2] (rozdzialy 1 oraz 2).

1.1 Wybrane elementy teorii przestrzeni unitar-
nych

W statystycznej analizie wielowymiarowej typowa pojedyncza obserwacja
jest p-elementowy wektor z przestrzeni unitarnej RP. Préba prosta, czyli n-
elementowy ciag niezaleznych obserwacji (wektoréw losowych), tworzy ma-
cierz losowa, ktérej kazda realizacje mozna potraktowaé jako reprezentacje
pewnego odwzorowania liniowego. Wida¢ wiec, ze przestrzen odwzorowan
liniowych przestrzeni R w przestrzen R" jest naturalnym kandydatem na
przestrzen préb, dlatego znaczna czesé tego podrozdzialu poswiecimy cha-
rakteryzacji przestrzeni odwzorowan liniowych okreslonych na skoniczenie
wymiarowej przestrzeni unitarnej. Pominiemy znane z kursu algebry linio-
wej podstawowe pojecia i fakty i przytoczymy jedynie mniej znane elementy
teorii przestrzeni unitarnych, wykorzystywane w niniejszej pracy.

Niech (V,(-,-)) oraz (W,[-,-]) beda skonczenie wymiarowymi rzeczywi-
stymi przestrzeniami unitarnymi, natomiast niech £(V, W) bedzie zbiorem
wszystkich odwzorowan liniowych prowadzacych z przestrzeni V' do W.



Przez R(A) i N(A) bedziemy oznacza¢ odpowiednio obraz i jadro odwzoro-
wania A.

Poniewaz L(V, W) jest przestrzenia wektorowa, wszystkie ogélne wyniki
dotyczace przestrzeni liniowych odnosza sie réwniez do przestrzeni L(V, W).
Jednakze wektory w L(V, W), czyli liniowe transformacje, maja wiele inte-
resujacych wtasnosci, ktorych nie maja inne wektory. Majac dwie transfor-
macje liniowe A € L(V1,V2) 1 B € L(Va, V3) mozemy zdefiniowaé zlozenie
BA € L£(V1,V3) wzorem BA(z) = B(A(x)), ktére nazywamy produktem
(iloczynem) transformacji A i B. Szczegélnie interesujaca jest przestrzen
L(V,V) endomorfizméw przestrzeni V, gdzie oba zlozenia AB i BA sg moz-
liwe, a gdy przeksztalcenia sa odwracalne, mozemy w zbiorze endomorfi-
zméw L(V, V) zadaé strukture grupy. Drugi wazny przypadek to przestrzen
L(V, R) rzeczywistych funkcji (form) liniowych okreslonych na V.

Szczegblng role wérdéd endomorfizméw L(V, V') odgrywaja tzw. projekcje.
Jesli skonczenie wymiarowa przestrzen V jest suma prosta V = M @& N
podprzestrzeni M oraz N, i jesi x = y+ 2z, gdziey € M i z € N, to
jednoznacznie wyznaczony wektor y nazywamy projekcja (rzutem) wektora
x na podprzestrzen M wzdtuz N.

Mozna pokazaé 2], ze prawdziwe jest

Twierdzenie 1.1. Funkcja P przypisujeca dowolnemu wektorowi x € 'V
jego rzut y = Px na M wzdluz N jest transformacjg liniowq spetniajgcg
warunki

(i) R(P)=M, N(P)=N,
(ii) P2 = P.

Ale i odwrotnie, jezeli endomorfizm A € L(V,V) spelnia warunek idempo-
tentnosci A2 = A, to R(A) DN (A) =V i A jest projekcjg na R(A) wzdluz
N(A).

Definiujac w przestrzeni wektorowej iloczyn skalarny wektoréw nadamy
sens takim pojeciom geometrycznym jak dlugos$é, kat czy ortogonalnosé.

Definicja 1.1. Iloczynem skalarnym okreslonym na rzeczywistej przestrze-
ni wektorowej V- nazywamy rzeczywistq funkcje (-,-) okreslong na V-x V
spetniajgcq warunki:

(i) (z,y) = (y,x) (symetria),
(il) (a1 + aoxe,y) = a1(x1,y) + ae(x2,y) (liniowosé),

(iii) (z,z) > 0 oraz (z,z) = 0 < = = 0 (dodatnia okreslonos¢).



W przestrzeni wektorowej z iloczynem skalarnym (przestrzeni unitarnej) de-
finiujemy norme wektora |z| = (x,z)'/? i odleglo$é |z —y| pomiedzy wekto-
rami x i y. Zakladamy znajomosé takich pojec jak: ortogonalnoéé¢ wektoréw,
ortogonalnosé zbioréw wektoréw, baza ortonormalna, procedura ortonor-
malizacji Grama-Schmidta. Z uwagi na dalsze zastosowania przypomnimy
wersje twierdzenia o postaci formy liniowej (funkcjonatu liniowego) na prze-
strzeni unitarnej V.

Twierdzenie 1.2. Jesli (V,(-,-)) jest skoriczenie wymiarowq rzeczywistq
przestrzeniq unitarng i f € L(V,R), to istnieje wektor xqg € V taki, Ze
f(z) = (zg,z) dla x € V. Oduwrotnie, funkcja postaci (xo,-) jest funkcjg
liniowq okreslong na przestrzeni V' dla kazdego xg € V.

Dowdd. Niech x1,...,x, bedzie baza ortonormalng przestrzeni V' oraz niech
a; = f(z;) dlai=1,...,n. Dla g = 3 oyx; oczywistym jest, ze (xo,x;) =
a; = f(x;). Poniewaz dwie funkcje liniowe f oraz (zo,-) przyjmuja te same
wartodcei dla elementéw bazowych, sa sobie réwne. Stad f(x) = (xg,x) dla
x € V. Implikacja w druga strone jest oczywista. O

Definicja 1.2. Odwzorowaniem sprzezonym do danego odwzorowania A €
L(V, W) nazywamy jednoznacznie wyznaczone odwzorowanie A" € LIW, V)

takie, ze dla dowolnych wektorow v € V ¢ w € W spelniona jest rownosé
[w, Av] = (A'w,v) .

W dalszej czesci pracy wielokrotnie korzystali bedziemy z nastepujacych
wlasnosci jadra i obrazu odwzorowania liniowego.

Twierdzenie 1.3. Niech dane bedzie odwzorowanie A € L(V,W) oraz od-
wzorowanie do niego sprzezone A € LW, V). Wowczas:

(i

) R(A) = (N(A)L (L oznacza dopelnienie ortogonalne),
(ii)

)

)

R
R(A) = R(AA),
(iii) N(A) = N (A'A),
(iv) dim(R(A)) = dim(R(A")).

Dowdéd. Réwnosé (i) jest réwnowazna réwnosci (R(A))+ = N(4'), a ta wy-

nika z nastepujacego ciagu réwnowaznosci:
weNA)e WweV: (v,Aw) =0 YoeV: [Av,w] =0 w e R(A) .

Aby udowodnié czesé (ii), zauwazmy, ze inkluzja R(AA") C R(A) jest oczy-
wistg konsekwencjg monotonicznosci operacji brania obrazu, wystarczy wiec
wykazaé, ze prawdziwa jest inkluzja przeciwna. Jesli w € R(A), to istnieje
v € V taki, ze w = Av. Wektor v mozna zapisa¢ w postaci v = v1 + vg,



gdzie v; € R(A") oraz vy € (R(A'))*. Z udowodnionego juz punktu (i)
mamy (R(A")t = N(A), wiec Avy = 0. Poniewaz v; € R(A'), to ist-
nieje v € W taki, ze vy = A'u, stad w = Av = Avy = AA'u, czy-
i w e R(AA’). Punkt (iii) udowodnimy, pokazujac dwie inkluzje. Jezeli
Av =0, t0 A’Av = 0, wiec N (A) C N (A’A). Z drugiej strony, jesli A’ Av = 0,
to wowcezas 0 = (v, A’ Av) = [Av, Av], wiec Av = 0, czyli N(A’A) C N(A),
co konezy dowdd czedcei (iii). Czesé (iv) wykazemy, korzystajac ze znanego z
kursu algebry faktu

dim(V) = dim(R(4)) + dim(N (4))

oraz przedstawienia przestrzeni V w postaci sumy prostej V = R(A’) ®
R(A)L. Z punktu (i) otrzymujemy V = R(A’) & N'(A), skad wynika, ze

dim(V) = dim(R(A4")) + dim(N(A)).

Zestawiajac ze soba powyzsze réwnosci, otrzymujemy dim(R(A")) = dim(R(A)).
O

Z kursu algebry wiadomo (por. tw. 1.1), ze kazdy idempotentny endo-
morfizm P € L(V,V) (czyli spetniajacy warunek P? = P) jest projekcja na
R(P) wzdluz N(P), to znaczy V = R(P) & N (P) i kazdy wektor v € V da
sie jednoznacznie przedstawi¢ w postaci v = v1 4+ vg, v1 € R(P), vy € N(P).
Jednoznacznie wyznaczony wektor v; € R(P) nazywamy projekcja (rzutem)
wektora v na R(P) i oznaczamy v; = Pv. Jesli dodatkowo endomorfizm P
jest samosprzezony, czyli P = P’, to z punktu (i) twierdzenia 1.3 wynika, ze
R(P)*+ = N(P) i P jest wtedy ortogonalng projekcja na R(P).

Niezwykle uzyteczne w charakteryzacji struktury dowolnych odwzoro-
wan liniowych sa szczegdlne odwzorowania liniowe zwane iloczynami ze-
wnetrznymi.

Definicja 1.3. lloczynem zewnetrznym (ang. outer product) wektoréw v €
(V,(+-)) orazw € (W, [-,+]) nazywamy odwzorowanie liniowe wv € L(V, W)
okreslone wzorem

whv: V sz — (v,z)w e W.

7 powyzszej definicji wynika, ze iloczyn zewnetrzny wektoréw okreslony
na przestrzeni V zalezy od iloczynu skalarnego, w ktéry wyposazona jest ta
przestrzen. Ponadto R(wv) = span{w} oraz N (wv) = (span{v})*. Pozo-
stale podstawowe wlasnosci iloczynu zewnetrznego sformutujemy w postaci
ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 1.4. Niech dane bedg wektory vi,ve € (V,(+,-)) oraz wi,wy €
(W, [-,]). Wowczas dla dowolnych stalych aq, oo prawdziwe sq nastepujgce
rownosci:



(i) wlD(alvl + OéQUQ) = aqwivy + aswiOvg,
(ii) (rwi + agwz)vy = aqwi Oy + aswe[ovy,

(iii) (w10v1) = v10w;.

Dowdd. Réwnosci (i) i (ii) dowodzimy, wyznaczajac wartosci odpowiednich
odwzorowan dla dowolnego = € V. Na przyklad, dla dowodu (i) mamy

(wi0(a1v1 + agvg))x = (a1v1 + agve, z)wy = ay(vy, x)wy + ag(ve, T)w;

= a1 (w1 0v)z + ag(wi0vy)z.
Dla dowolnych wektoréw = € V oraz y € W prawdziwy jest ciag réwnosci

[y, (w10v1)z] = [y, (v1, 2)w1] = [y, w1](v1, z) = ([y, wi]vr, z) = ((v10w1)y, z),

co z kolei dowodzi, ze odwzorowanie v10w; € L(W, V) jest odwzorowaniem
sprzezonym do wiv;. O

Kolejna wlasnoéé odwzorowan postaci wllv, z ktérej w istotny sposdb
skorzystamy w dalszych rozwazaniach, jest nastepujaca. Kazde odwzoro-
wanie A € L(V, W) mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa iloczynéw
zewnetrznych wektorow bazowych przestrzeni V oraz W. W szczegdlnosci,
kazde odwzorowanie jednowymiarowe jest iloczynem zewnetrznym pewnych
niezerowych wektorow v € V oraz w € W. Bardziej formalnie podaje to
ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1.5. Niech {vi,ve,...,vp} @ {wi,wa,...,w,} beda bazami
ortonormalnymi odpowiednio przestrzeni (V,(-,-)) oraz (W,[-,-]). Wowczas
odwzorowania w;llvj, 1 = 1,...,n, j = 1,2,...,m tworzq baze przestrzeni
LV, W).

Dowdd. Licznosé zbioru {w;0v; : i = 1,2,...,n, j = 1,2,...,m} jest

réwna wymiarowi przestrzeni £(V, W), ktéry wynosi mn (por. [2], str. 7),
dlatego wystarczy wykazaé, ze jego elementy sa liniowo niezalezne. Zal6ézmy,

ze
n o m
A= Z Z aijwiva =0.
i=1j=1

Obliczajac warto$é odwzorowania A dla kazdego wektora bazowego vy prze-
strzeni V, otrzymujemy

n

n m n
DD ai(wibvop = 0¥ aij(v), vp)wi = Y aigw; = 0.
) =1

i=1j=1 i=1j=1

Poniewaz wektory w; sa liniowo niezalezne, to o = 0 dla¢ = 1,2,...,
oraz dowolnego k € {1,2,...,m}, co chcieliSmy pokazac.

[~



Kazda n wymiarowa przestrzen rzeczywista U jest izomorficzna z prze-
strzenia wspolrzednych R”, w ktérej jest okreslony naturalny iloczyn skalar-
ny. Mozna wiec, wykorzystujac ten izomorfizm, zada¢ w U iloczyn skalarny
tak, aby dowolna wybrana wczesniej baza przestrzeni U stala sie baza or-
tonormalna. W szczegélnosci przestrzenia U moze byé L(V, W) z baza ilo-
czynéw zewnetrznych jak w twierdzeniu 1.5. Wowczas, zapisujac dowolne
odwzorowania A, B € L(V, W) w postaci

A= Z Z aijwiva oraz B = Z Z bij’wiD’Uj,

i=1j=1 i=1j=1
rozwazana baza bedzie ortonormalna, gdy okreslimy w £(V, W) iloczyn ska-
larny (-, ) wzorem
n m
(A,B) =" aijbi. (1.1)
i=1j=1
Fakt, ze do konstrukcji bazy przestrzeni £(V, W) uzyliémy ortonormalnych
baz przestrzeni V oraz W powoduje, ze pomiedzy rozwazanymi iloczynami

skalarnymi zachodzi fundamentalny zwiazek opisany w ponizszym twierdze-
niu.

Twierdzenie 1.6. Niech dane bedq przestrzenie wektorowe (V, (-, -)), (W, [-,-])
oraz (L(V,W),(-,+)). Dla dowolnego odwzorowania A € L(V,W) oraz wek-

torowv €'V, w €W zachodzi rownosc

(A, whv) = [w, Av].

Dowdd. Niech {vi,ve,...,un} 1 {wi,ws,...,w,} beda bazami ortonormal-
nymi odpowiednich przestrzeni oraz niech a;; bedg wspoirzednymi odwzo-
rowania A w bazie {w;0v; : i=1,2,...,n, j=1,2,...,m}. Wtedy

n m n m

[’wk, Avl] = Z Z Qg [wk, (wiva)vl] = Z Z Qi [’wk, wi](vj, Ul) = Qkl,

i=1j=1 i=1j=1
wiec odwzorowanie A mozemy przedstawi¢ w postaci

n m

A= Z Z[wi, Avjlw;Ov;.

i=1j=1

Co wiecej, naturalnie spelniona jest réwnosé

n m
A= Z Z(A, w;Ovj)w; vy,
i=1j=1
poniewaz rozwazana baza przestrzeni L(V, W) jest ortonormalna. Widzimy
wiec, ze [w;, Av;] = (A,w0vj) dlai =1,2...,n, j = 1,2,...,m, a stad
[w, Av] = (A, wOv) dla kazdego v € V oraz w € W, bowiem po obu stronach
réwnosci wystepuja odwzorowania dwuliniowe. O



Whniosek 1.1. W szczegdlnosdci, przyjmujge A = w'v’ dla pewnych w' €
W, v €V, dla kazdego v € V oraz kazdego w € W zachodzi réwnosé

(w0, wv) = [w, (W' )] = [w, (v, v)w'] = [0, w](V',v). (1.2)

Ponadto odwzorowanie (-, -) jest jedynym iloczynem skalarnym w przestrzeni
L(V,W) o tej wlasnosci. Zalozmy, Ze istnieje iloczyn skalarny (-, )1 taki, Ze

(w0, wv)y = [w', w](v,v), v, €V, w,w € W.
lloczyn skalarny jest funkcjq dwuliniowq, dlatego z réwnosci
(W', wv); = (W' T, wv),

zachodzgcej w szezegolnodci dla elementéw bazowych przestrzeni L(V, W),
wynika, zZe dla dowolnych odwzorowan A,B € L(V,W) zachodzi réwnosé
(A, B)1 = (A, B), a wiec rozpatrywane iloczyny skalarne sq réwne.

Przyktad 1.1. Rozwaimy przestrzenie V.= R" oraz W = R™ ze standar-
dowymi iloczynami skalarnymi. Niech {e1,ea,...,en}, {f1, fo,-.., fm} beda
standardowymsi bazami przestrzeni V- oraz W. Niech M, «y 0znacza prze-
strzen macierzy rzeczywistych o m wierszach i n kolumnach. Kazda macierz
M € M,xn definiuje odwzorowanie A: V. — W takie, Ze kolumny macierzy
M to wspdlrzedne obrazow wektorow bazowych przestrzeni V. w przestrze-
nt W. Wiemy, Ze zbior {filej,i = 1,2...,m,j = 1,2...n} tworzy baze
przestrzeni L(V, W), wiec odwzorowanie A mozemy zapisaé w postaci

m n
A= aifi0ej,
i=1j=1

gdzie a;; to wspélrzedne odwzorowania A w rozwazanej bazie. Wowczas

3

n

Ao =D aij(filej)er = > aieierfi = awfi
=1

i=1j=1 i=1j=1

dla k =1,2,...n, zatem parametry a;; s¢ wspolrzednymi obrazu wektora ey
przez odwzorowanie A w przestrzeni W, a stqd juz wynika, Ze parametry a;;
sq elementami macierzy M. Z racji tego dla dowolnych macierzy M, N &
Minxn postaci M = [m;j] oraz N = [n;;] przyjmijmy

m n
<M,N> = sz”nw
i=1j=1

Niech C = MN', gdzie przez N' oznaczamy transpozycje macierzy N, wtedy
elementy diagonalne kwadratowej macierzy C majg postaé

n
Cig = Z M5,
J=1

8



czyli (M, N) = > cji. lloczynem skalarnym macierzy M i N jest wigc slad

macierzy C, kté;"y bedziemy oznaczaé przez tr(C). Oczywiscie (M,N) =
tr(MN') = tr(N'M). Przedstawmy macierz M € My, xn w postaci wek-
tora M € R™ powstalego przez ,sklejenie” kolejnych kolumn macierzy M
w jeden wektor. Tworzgc w ten sam sposob wektor N odpowiadajgcy do-
wolnej macierzy N € Muyyxn, mamy (M, N) = M'N. Inny sposéb kodowa-
nia macierzy, zapewniajocy dla macierzy symetrycznych zgodno$é iloczynu
skalarnego wprowadzonego w My xn 2z klasycznym euklidesowym iloczynem
skalarnym w R™, opisany jest w rozdziale 8 monografii Barry ([1]).

Powyzszy przyklad mozna uogdlni¢ na przypadek dowolnych przestrze-
ni (V,(-,-)) oraz (W,[-,:]) z bazami ortonormalnymi {vy,v,...,v,} C V,
{wy,we,...,w,} C W. Wynika z niego, ze dla dowolnych odwzorowan
A, B € L(V,W) wspélczynniki a;; 1 b;; w zapisie

A= Z Z a;;w;v; oraz B = Z Z bijw; v,

i=1j=1 i=1j=1
zestawione w macierze [A] = [a;], [B] = [bi;] stanowia reprezentacje macie-
rzowe odwzorowan A i B w bazach ortonormalnych {v1, ..., v} i{wi,...,w,},

a iloczyn skalarny zadany wzorem (1.1) spelnia réwnosé (A, B) = tr[A][B]'.
Do tego samego wniosku mozna dojsé, korzystajac z twierdzenia 1.6, ponie-
waz a;; = (A, w;0v;) = [w;, Avj], gdzie [w;, Avj] jest i-tym wspoélezynnikiem
wektora Av; w bazie przestrzeni W. Jesli zmienimy bazy w przestrzeniach
V' i W na nowe bazy ortonormalne {01,...,0p,} 1 {w1,...,®W,}, to macie-
rze przejscia od baz starych do nowych beda macierzami ortonormalnymi
[P] i [Q], natomiast przeksztalcenia A, B € L£(V,W) beda mialy nowe re-
prezentacje macierzowe [A] = [Q'AP] i [B] = [Q BP], przy czym Q =
Q~"'. Poniewas tr[A][B] = tr[Q AP][Q' BP] = tr[Q]'[A][P][P]'[B]'[Q] =
tr[Q] [A][B]'[Q] = tr[A][B]’, to iloczyn skalarny (A, B) mozemy wyznaczy¢,
korzystajac z reprezentacji odwzorowan A i B w dowolnych bazach ortonor-
malnych przestrzeni (V, (-,-)) i (W,[,+]).  Posta¢ odwzorowania liniowego
wynikajaca z twierdzenia 1.5 przyjmuje szczegdlng forme, gdy rozwazane
odwzorowanie okre$lone na przestrzeni V jest samosprzezone. Ponizej po-
dajemy wersje twierdzenia spektralnego sformutowana w jezyku iloczynéw
zewnetrznych wektorow. Przez S(V) bedziemy oznaczaé zbiér wszystkich
odwzorowan samosprzezonych okreslonych na przestrzeni V' (wzgledem za-
danego na V iloczynu skalarnego).

Twierdzenie 1.7. (spektralne [2], str. 50) Niech dane bedzie odwzorowanie
A € S(V). Wowczas istnieje ortonormalna baza {x1,xa,...x,} przestrzeni
V taka, Ze odwzorowanie A ma nastepujocq reprezentacje:

A= Z )\ixtii,
i=1



gdzie A1, Ao, ..., An 8q warto$ciami wlasnymi odwzorowania A oraz Ax; =
)\ixi dla 1 = 1,2,...,')7,.

Twierdzenie spektralne wyraza formalnie znany z kursu algebry fakt,
ze endomorfizm samosprzezony jest diagonalizowalny i baza, w ktérej ma
on taka postaé, jest baza zbudowana z ortonormalnych wektoréw wtasnych
tego endomorfizmu. Poniewaz wartosci wlasne odwzorowania samosprzezo-
nego nie musza by¢ roézne, wybor bazy ortonormalnej pojawiajacej sie w
reprezentacji spektralnej takiego odwzorowania (wynikajacej z powyzszego
twierdzenia) nie jest jednoznaczny. Zagadnienie to zostalo szczegblowo opi-
sane w [3], gdzie podano réwniez zmodyfikowana wersje twierdzenia spek-
tralnego, dla ktérej taki problem nie istnieje. Wszystkie rezultaty uzyskane
w oparciu o przyjeta w tej pracy wersje twierdzenia spektralnego nie zaleza
od wyboru wspomnianej bazy ortonormalnej.

Uzyskana reprezentacja odwzorowan samosprzezonych postuzy nam w
pierwszej kolejnosci do wyrazenia warunku koniecznego i wystarczajacego
dodatniej okreslonosci elementéw przestrzeni S(V'). Nastepnie wykorzysta-
my ja do konstrukcji pierwiastka oraz uogdlnionej odwrotnosci dowolnego
odwzorowania A € S(V).

Twierdzenie 1.8. Odwzorowanie A € S(V') jest dodatnio okreslone wtedy
1 tylko wtedy, gdy wszystkie jego wartosct wlasne sq¢ wieksze od zera.

Dowdd. Samosprzezone odwzorowanie A nazywamy dodatnio okre$lonym
w (V. (+,+)), gdy dla kazdego niezerowego wektora x € V warto$é¢ iloczynu
skalarnego (x, Az) jest dodatnia. Korzystajac z twierdzenia 1.7, zapiszmy
odwzorowanie A w postaci

n
A= Z )\ixZ-Da:i,
=1

gdzie {x1, za, ..., } to odpowiednia baza ortonormalna przestrzeni (V, (-, -)).
Dla dowolnego wektora x € V' mamy

n n n

(z,Az) = (2, Y Ni(zOz)z) =Y N, (z0z)z) = > Nz, 23)?,
i=1 i=1 i=1
wiec jezeli \; > 0,4 =1,2,...,n, to (x, Az) > 0. Zalézmy, ze istnieje indeks
k taki, ze A\ < 0. Wéwczas dla wektora bazowego xj zachodzi nieréwnosé

n

(zr, Azg) = > Ai(@p, 2)? = A <O
i=1

i tym samym A nie jest dodatnio okreslone. W takim razie (z, Az) > 0 dla
wszystkich niezerowych z € V' tylko wtedy, gdy wartosci A; sa dodatnie dla
i=1,2,...,n. O
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Modyfikujac powyzszy dowdd w oczywisty sposdb, mozna wykazaé¢ ana-
logiczna wtasnosé dla odwzorowan nieujemnie okreslonych.

Twierdzenie 1.9. Niech A € S(V) bedzie odwzorowaniem nieujemnie okre-
Slonym. Wowczas istnieje nieujemnie okreslone odwzorowanie B € S(V),
dla ktorego spelniona jest rownosé B> = A.

Dowdd. Zapiszmy odwzorowanie A w postaci spektralnej
n
A= Z )\Z‘ZCZ'DJ?Z',
i=1

gdzie {x1, z2,...,x,} jest baza ortonormalng przestrzeni (V) (-, -)) i okreslmy
odwzorowanie B w nastepujacy sposob:

n
B=> A\'z0a;.
i=1

Odwzorowanie B jest poprawnie zdefiniowane, poniewaz A; > 0 dla ¢ =
1,2,...n. Dla dowolnego x € V zachodza réwnosci

(2;02;)(2;0z))x = (2, ) (x;0x;)x; = (x5, 2) (25, 25)2; = 655 (2;0x;),

wiec
12 12 N 1/241/2
B* = (Z )\i/ xlii) Z)‘j/ xilz; | = ZZ)‘/ >\j/ (xlii)(mijj)
i=1 i=j i=1i=j
NN 1724172 -
=D > NN TS (ei0ay) =Y NwiOay = A,
i=11i=j i=1
czyli odwzorowanie B spelnia warunki dowodzonego twierdzenia. O

Niech teraz A € S(V') bedzie odwzorowaniem rzedu k < n, gdzie n to
wymiar przestrzeni V. Na mocy twierdzenia 1.7 istnieje baza ortonormalna
przestrzeni R(A) zlozona z wektoréw wlasnych {x1, xo, ..., 2} odwzorowa-
nia A oraz odpowiednie stale \; # 0,1 =1,2,...,k takie, ze

k
A= Z )\Z-acZ-D:):,'.
i=1

Uogdélniong odwrotnoscig odwzorowania A € S(V') bedziemy nazywaé od-
wzorowanie A~ € S(V') dane wzorem

k
_ 1
A" = E —)\'xlii. (1.3)

i=1""
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Odwzorowanie A~ jest samosprzezone, co jest oczywista konsekwencja tego,
ze iloczyn zewnetrzny xUz jest samosprzezony (por. twierdzenie 1.4, (iii)).
Gdy rzad odwzorowania A wynosi n, wszystkie wartosci wlasne A sg rézne
od zera. Wéwczas, postepujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia 1.9,
mozna pokazaé, ze A~ jest w rzeczywisto$ci odwzorowaniem odwrotnym do
A. 7 wtasnosci iloczynéw zewnetrznych otrzymujemy

k
i=1
oraz AATAA™ = AA™, co dowodzi, ze AA™ jest endomorfizmem samosprze-

zonym i idempotentnym, wiec jest ortogonalna projekcja na R(A). Ponadto
ATAA™ = A7 1 AA~ A = A, wiec zdefiniowana powyzej uogdlniona odwrot-
nosé jest tak zwang uogdlniona wzajemna odwrotnodcia Moore’a Penrose’a
oznaczang zwykle przez AT. Rézne warianty uogélnionych odwrotnosci dla
A € L(V,W) mozna znalezé w [6] (str. 42).

W ogélniejszej sytuacji, kiedy A jest okreslone miedzy dwiema przestrze-

niami wektorowymi, pojecia wartosci i wektorow wlasnych przestaja mieé
sens. Reprezentacje przeksztalcenia A uzyskujemy, korzystajac z twierdze-
nia 1.7 dla nieujemnie okreslonego odwzorowania A’A.
Pokazemy teraz, jak mozna wykorzystaé twierdzenie spektralne do repre-
zentacji dowolnego przeksztalcenia liniowego. Niech (V, (+,-)) i (W, [,]) be-
da skonczenie wymiarowymi rzeczywistymi przestrzeniami unitarnymii A €
L(V,W). Z definicji przeksztalcenia sprzezonego wynika, ze

AAerLv,v)
jest endomorfizmem
e samosprzezonym, gdyz Vz,y € V (y, A’ Az) = [Ay, Az] = (A" Ay, x),
e nieujemnie okreslonym, gdyz Vo € V (x, A" Az) = [Az, Az] > 0.
7 twierdzenia 1.3 mamy N (A) = N (A" A). Ale
dimN (A) + dimR(A) = dimV = dimN (A A) + R(A A),

wiec

dimR(A) = dimR(A' A) = k.
Niech A1 > Ao, ..., A\ beda niezerowymi wartoéciami wtasnymi A’ A. Jest ich
doktadnie k liczac z krotnodciami, gdyz wymiar przestrzeni wlasnej odpowia-
dajacej wartosci wlasnej A = 0 jest réwny wymiarowi przestrzeni N (A,A).
7 twierdzenia spektralnego otrzymujemy

k
A,A = Z AwiDvi,
1
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gdzie {v1,...,v,} jest ortonormalna baza wektoréw wlasnych endomorfizmu
A'A przy czym {v1,...,v;} jest baza R(A A) a {vpt1,..., v} jest bazg w
N(A'A) = N(A). Przy powyzszych oznaczeniach niech w; = \/%Avi dla
i=1,..., k. Woéwczas {wi,...,wi} jest baza ortonormalng w R(A) C W i

k
1

Poniewaz dimR(A) = k, to {wi,...,wx} bedzie baza w R(A), gdy

{wy,...,wr} bedzie ukladem ortogonalnym.
1 1 / 1 A
[w;, w;] = [Av;, Av;] = [A Av;,v;] = [Aivi, v;] = Vi

DY

A — —~=(vi, v5) = dij.
)\)\ )\1)\] \/E(’U v]) J

Aby pokazaé réwnosé (1.5), wystarczy pokazaé zgodno$é transformacji A i
Z’f Vv Aw;Ov; na wektorach bazowych vy, ..., v,. Oczywiscie z definicji w;
mamy Av; = ﬁjwj, j=1,...,kiAv; =0dlaj=k+1,...,n 7Z drugiej
strony

(Z fszUZ)xj Zf(wzﬂvz)xj

k w; j=1,...,k
(). . J— VRtV ) 5
5 VA {VO Iiher

Konsekwencjami reprezentacji (1.7) przeksztalcenia A i wlasnosci iloczy-
nu zewnetrznego sa nastepujace réwnosci:

(i) A" = SF VoD,
(i) A'w; = VA,
(iii) AA" = 38 \jw;Dw.
W konsekwencji prawdziwe jest nastepujace twierdzenie o rozktadzie we-

dlug wartosci osobliwych (w skrécie SVD od ang. Singular Value Decompo-
sition).

Twierdzenie 1.10. ( SVD [2], str. 58) Niech A € L(V, W) bedzie odwzoro-
waniem rzedu k. Wowczas istniejg zbiory ortonormalne {v1,ve, ..., v} CV
i {wy,wa,...,wp} CW oraz dodatnie stale A1, ..., N, takie, Ze

k
=1

Ponadto N(A) = (span{uvy,.. Uk}) R(A) = span{wy,...,wg}, Av; =
Vw;, A’A = Z \iviOv;, AA" = Z Niw;Tw; oraz stale Ai,...,\p sq do-

i=
datnimi wartosczamz wlasnymi kazdego z odwzorowar, A’A i AA'.
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Zdefiniujemy teraz odwzorowanie, ktére pelni istotng role przy opisie
struktury kowariancyjnej wektoréow losowych.

Definicja 1.4. Niech dane bedg przestrzenie (Vi, (-,-)1), (Va, (+,-)2), (W1, [, ]1)
oraz (Wa, |-, +]2). Iloczynem Kroneckera odwzorowan A € L(V1,Va) i B €
L(W71,Ws) nazywamy odwzorowanie B @ A: L(V1, W) — L(Va, Ws) zdefi-
niowane nastepujgco:

(B® A)C = BCA', C e L(V1,W). (1.6)

Iloczyn Kroneckera ma te szczegdlng wilasnoéé, ze przeksztalca iloczyn
zewnetrzny wektorow z przestrzeni Vi oraz Wi w iloczyn zewnetrzny od-
powiednich wektoréw z przestrzeni Vo i Wy. Te i inne uzyteczne wlasnosci
iloczynu Kroneckera podaje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1.11. Przyjmijmy oznaczenia zgodne z definicjg 1.4. Wow-
cza8:

(i) (B®A)(wi0vy) = (Bwy)O(Avy) dla dowolnych wektoréw vy € Vi oraz
wy € Wh,

(i) (B A =B A
Ponadto, jezeli Vi = Vo =V oraz Wy = Wo =W, to:

(iii) (B1®A1)(B2®Az) = (B1B2)®(A1A2) dla dowolnych Ay, Ay € L(V,V)
oraz By, By € LW, W),

(iv) jezeli AT' oraz By istniejq, to (B ® A;)~! = Byt @ A7Y,

(v) jezeli Ay oraz By sq projekcjami ortogonalnymi, to By ® Aj jest pro-
jekcjqg ortogonalng.

W punktach (ii) oraz (v) przyjmujemy, Ze na L(V;,W;), i = 1,2, okreSlone
sq iloczyny skalarne (-,-); zadane wzorem (1.1).

Dowdd. Dla dowodu czesci (i) ustalmy element v € V5 i wyznaczmy warto$é
odwzorowania (B ® A)(w;0vy) w tym punkcie. Otrzymujemy

(B ® A)(w10vy)v = B(wi;0vy)A'v = B(vy, A'v)1wy
= (Avy,v)9Bw; = (BwiOAv;)v.
Dzigki dowolnoéci v € Vi uzyskujemy zadana réwnosé. Aby dowiesé (ii),

nalezy pokazaé, ze dla kazdego Cy € L(Vi,W7) oraz Coy € L(Va, Wa) odwzo-
rowanie A’ ® B’ spelnia réwnanie

<CQ,(B®A)01>2 = <(B,®A,)CQ,01>1. (17)
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Z twierdzenia 1.5 wynika, ze odwzorowania postaci wi[Jv; tworza baze prze-
strzeni £(V1, W1). Ograniczymy sie zatem do sprawdzenia czy powyzsza réw-
nos¢ zachodzi dla C; = w1vy, gdzie wy € Wy oraz v1 € Vi to dowolne usta-
lone elementy. Rozpisujac lewa strone réwnosci (1.7) i korzystajac z punktu
(i) oraz twierdzenia 1.6, otrzymujemy

<02, (B & A)(U}ﬂ]’l}l»g == <02, BU}lDA’Ul)Q == [CQAUl, Bw1]2 == [B/CQA’Ul,’wlh
= <B,CQA, w1D1)1>1 = <(B/ X A,)Cg, U)1D’U1>1,

co konczy dowdd tej czesci twierdzenia. Ustalmy nastepnie dowolne odwzo-
rowanie C' € L(V, W). Poniewaz

(B1 ® A1)(Ba ® A2)C = (B1 ® Al)(BQCAIQ) = BlBQCAIQAll = BlBQC(AlAQ)I
= (B1B2 ® A142)C,

to prawdziwa jest réwnosé (B; ® A;)(By ® Ag) = (B1By ® A1 As).
Czesci (iv) oraz (v) wynikaja w prosty sposéb z tego, co zostalo juz po-
kazane. Mianowicie zalézmy, ze istnieja odwzorowania Al_1 oraz By 1 wtedy

(BI'@ATH)(B1®A)) = (B1®A)(B'®@ATY) = (B'Bi® AT A) = 11,

stad (By' ® AT') = (B) ® A;)~L. Przyjmujac natomiast, ze A; oraz B sa
projekcjami ortogonalnymi, otrzymujemy natychmiast réwnosci

(B1®A) =B ® Al =B ® A4

oraz

(B1 ® A1)(B1 ® A1) = B} ® A} = B1 ® Ay,

co oznacza, ze odwzorowanie (B;®A;) jest projekcja ortogonalng w L(V, W).
Tym samym dowdd twierdzenia zostal zakonczony. O

1.2 Wektory losowe i ich struktura kowariancyjna

Przestrzen unitarna V jest przestrzenig metryczna, wiec maja w niej sens
takie pojecia jak kula, zbiér otwarty i w konsekwencji borelowska o— algebra
B(V). Warto zauwazy¢, ze B(V) nie zalezy od wyboru iloczynu skalarnego
w przestrzeni V, gdyz dowolne dwa iloczyny skalarne (-,-)1, (-, )2 okreslone
na V sa zwigzane ze soba poprzez dodatnio okreslone przeksztatcenie A €
S(V,(-,-)1) wzorem (x,y)2 = (z, Ay); dla dowolnych x,y € V (por. dowdd
punktu (ii) twierdzenia 1.12, str. 17).

Niech dana bedzie przestrzen probabilistyczna (2, F, Py) oraz skonczenie
wymiarowa przestrzen wektorowa z iloczynem skalarnym (V, (-, -)).
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Definicja 1.5. Wektorem losowym o wartosciach w 'V nazywamy borelowsko
mierzalne odwzorowanie X : Q — V. Indukowang przez X miare probabili-
styczng okreslong na B(V') wzorem

Q(B) =Po(X~(B)), BeB(V)
nazywamy rozktadem prawdopodobieristwa wektora X i oznaczamy L(X).

Kazde odwzorowanie liniowe okreslone na skonczenie wymiarowej prze-
strzeni unormowanej jest ciggle, a wiec borelowsko mierzalne. Z tego powodu
wektor losowy poddany przeksztatceniu liniowemu jest wektorem losowym, a
w przypadku funkcji rzeczywistych — zmienng losowa. Majac to na uwadze,
w dowodach twierdzen przedstawionych w tym podrozdziale, nie bedziemy
uzasadnia¢ mierzalnoéci rozpatrywanych odwzorowan.

Definicja 1.6. Niech X € V bedzie wektorem losowym o rozkladzie Q. Niech
[ bedzie rzeczywistq funkcjg borelowsko mierzalng okreslong na przestrzeni

V. Jezeli
[1r@)aer) <.
Vv

to mowimy, zZe zmienna losowa f(X) ma skornczong warto$é oczekiwang i
oznaczamy jo przez Ef(X), gdzie

Ef(X) = [ (2)Q(da).
Vv

Podobnie jak w przypadku zmiennych losowych, rozktad wektora loso-
wego moze byé¢ réwnowaznie opisany za pomocg funkcji charakterystycznej
(patrz [2], str. 77).

Definicja 1.7. Funkcje ® o wartosciach zespolonych okreslong na przestrze-
ni (V,(,-)) wzorem

o(v) = [ IQ(da)
\%
nazywamy funkcjq charakterystyczng wektora X € (V, (-,-)).

Definicja 1.8. Niech X bedzie wektorem losowym w przestrzeni (V, (-,-))
oraz niech zmienna losowa (x,X) ma skoniczong warto$¢ oczekiwang dla
kazdego wektora x € V.. Wektor p € V taki, Ze dla kazdego x € V' spelniona
jest rownos$é

E(x, X) = (2,1

nazywamy wartoscig oczekiwang wektora X i oznaczamy przez E(X).

Liniowo$¢ wartoéci oczekiwanej zmiennej losowej oraz iloczynu skalarne-
go gwarantuje, ze funkcja f(x) = E(x, X) jest liniowa. Istnieje wigc wektor
w € V (dokladnie jeden) taki, ze f(x) = (x, ) dla kazdego z € V' (patrz [2],
str 16).
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Twierdzenie 1.12. Niech X € (V,(-,-)) bedzie wektorem losowym o war-
tosci oczekiwanej p € V- oraz niech (W, [-,-]) bedzie przestrzeniq wektorowq
z iloczynem skalarnym. Wowczas:

(i) dla odwzorowania liniowego A € L(V, W) oraz dowolnego wektora wy €
W' zachodzi réwnosé

E(AX + wp) = Ap + wo,

(ii) dla kazdej dwuliniowej funkcji f: V x V — R spelniona jest réwnosé

Ef($aX) = f(xaﬂ)'

Dowdd. Dla dowodu punktu (i) sprawdzimy, ze Au + wy spelnia réwnanie
definiujace wartosé oczekiwang wektora AX +wq. Mianowicie, dla dowolnego
w € W mamy

Elw, AX + wo] = E[w, AX] + [w,wo] = E(A"w, X) + [w, w]
= (A,wa/'L) + [wa wO] = [wa A:u] + [w7w0]
= [wa A,U' + U)o]-
Punkt (ii) wynika z faktu, ze dla kazdej rzeczywistej funkcji dwuliniowej f
okreslonej na V' x V istnieje odwzorowanie A € L(V,V) takie, ze funkcje f

mozemy przedstawi¢ w postaci f(z,y) = (x, Ay), (z,y) € V x V (patrz [2]
str. 34). Dokladniej

Ef(z,X) =E(x,AX) = (z, Au) = f(z, p),
gdzie druga réwnoscé jest konsekwencja tezy zawartej w punkcie (i). O
Z punktu (ii) powyzszego twierdzenia wynika nastepujacy wniosek.

Whniosek 1.2. Wartosé oczekiwana wektora losowego X € V' nie zaleZy od
iloczynu skalarnego okreslonego w przestrzeni V. Istotnie, niech (-,-)1 bedzie
pewnym. iloczynem skalarnym na V oraz niech E(x, X)) = (x,pu)1. Niech
(v, )2 bedzie dowolnym innym iloczynem skalarnym na V. Rozwazmy funkcje
dwuliniowg f: V xV — R okreslong wzorem

f(xvy):(may)27 fE,yEV

Wéwczas z twierdzenia 1.12 wynika, ze E(x, X)s = Ef(z, X) = f(x,p) =
(x, )2, czyli p jest wartoscig oczekiwang wektora X w (V, (-, -)2).

Zatézmy nastepnie, ze warto$é oczekiwana zmiennej losowej (x, X)? jest
skonczona dla kazdego x € V' i zdefiniujmy kowariancje wektora losowego
X.
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Definicja 1.9. Nieujemnie okreslone odwzorowanie ¥ € S(V) nazywamy
kowariancjg wektora losowego X w przestrzeni (V,(-,-)) i oznaczamy przez
Cov(X), gdy dla kazdych dwéch elementow x,y € V' spelniona jest réunosé

cov{(z, X), (v, X)} = (z, Xy). (1.8)

Aby uzasadnié istnienie odwzorowania Y. spelniajacego powyzsza defi-
nicje, wystarczy, zgodnie z faktem wykorzystanym w dowodzie twierdzenia
1.12, zauwazy¢, ze funkcja f(z,y) = cov{(z, X), (y, X)} jest funkcja dwu-
liniowa, wiec istnieje odwzorowanie ¥ € L(V,V) takie, ze dla wszystkich
wektoréw z,y € V zachodzi réwnosé f(z,y) = (x,Xy). Odwzorowanie ¥
jest samosprzezone, poniewaz f(z,y) = f(y,z) dla dowolnych z,y € V.
Ponadto, poniewaz dla kazdego z € V mamy

(x,Xz) = cov{(z,X), (z, X)} = var(z, X) > 0,

odwzorowanie X jest nieujemnie okreslone. Rozwazmy teraz dowolne inne
odwzorowanie ¥ € S(V') spelniajace réwnanie (1.8), a wiec takie, ze

(z,21y) = (2, %y)

lub réwnowaznie

(z, (X1 —X)y) =0

dla kazdego = € V oraz kazdego y € V. W szczegdlnosci, przyjmujac x =
(X1 — )y, otrzymujemy

(X1 - D)y, (X1 —X)y) =0,

stad (X1 — X)y = 0 dla kazdego y € V, wiec ¥1 = X, zatem odwzorowanie
Y speliajace réwnanie (1.8) jest wyznaczone jednoznacznie.

Wykorzystujac powyzsze rozumowanie, mozna pokazaé, ze dla dowol-
nych odwzorowan samosprzezonych A;, Ay € S(V) warunek (z, Ajz) =
(z, Agx) spelniony dla kazdego x € V oznacza, ze A; = As (aby to pokazaé
wystarczy skorzystaé z réwnosci (z + y, Ai1(x + y)) = (z + y, A2(z + y)),
x,y € V. (por. [2], str. 21)). W zwiazku z tym prawdziwe jest nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 1.13. Niech X € (V,(-,-)) bedzie wektorem losowym. Zaldz-
my, Ze kowariancja wektora X istnieje i jest réwna Cov(X) = X. Jezeli
samosprzezone odwzorowanie 31 € S(V') spelnia réwnanie

var(z, X) = (z, X12) (1.9)

dla kazdego wektora x € V, to ¥ = ¥.

18



Nastepne twierdzenie pokazuje w jaki sposéb kowariancja wektora loso-
wego zalezy od rozwazanego iloczynu skalarnego.

Twierdzenie 1.14. Niech X € (V,(+,-)1) bedzie wektorem losowym. Zaldz-
my, ze kowariancja wektora X istnieje i jest rowna Cov(X) = 3. Okreslmy
iloczyn skalarny (-, )2 na V nastepujgco

(«’E,y>2 = (vay)h T,y € Vv (110)

gdzie A € S(V,(-,-)1) jest odwzorowaniem dodatnio okreslonym. Wowczas
kowariancja wektora X w przestrzeni (V, (-, +)2) jest postaci L A.

Dowdd. Odwzorowanie XA jest liniowe oraz samosprzezone (wzgledem (-, -)2),
poniewaz dla dowolnych wektoréw z,y € V mamy (x, X Ay)s = (z, AL Ay); =
(XAz,y)2. Ponadto ¥ A jest nieujemnie okreslone, poniewaz (z,XAz)y =

(X¥Azx, Ax); > 0 dla niezerowych wektoréw = € V. Dla dowolnych wektoréw

z,y € V mamy

cov{(z, X)2, (y, X)2} = cov{(z, AX)1, (y, AX)1} = cov{(Az, X)1, (Ay, X )1}
= (Az, X Ay)1 = (z, AL Ay); = (z, X Ay)a,

czyli odwzorowanie ¥ A spelnia réwnanie definiujace kowariancje wektora X
w przestrzeni (V, (-, -)2), co konczy dowdd. O

7 twierdzenia 1.14 wynikaja dwa istotne wnioski.

Whniosek 1.3. Kowariancja wektora losowego o wartosciach w przestrzeni
V' zalezy od iloczynu skalarnego okreslonego w V. Dobierajgc odpowiednio
tloczyn skalarny, mozna zapewnié brak korelacji pomiedzy poszczegolnymsi
sktadowymi wektora o dodatnio okreslonej kowariancji. Mianowicie, niech
Y bedzie kowariancjg wektora X w przestrzeni (V,(-,-)1). Dobierajgc ilo-
czyn skalarny (-,-)2 tak, aby réwnanie (1.10) bylo speinione dla A = L1
oraz ustalajgce dowolng baze ortonormalng {x1,za,... x5} w (V,(-,-)2), ko-
wariancja skladowych i-tej oraz j-tej wektora X w (V, (+,-)2) wynosi

COV{(l'i,X)Q, (l‘j,X)Q} = (l'i,EAl'j)Q = (l’i,l'j)z = 51]

Whniosek 1.4. Jesl kowariancja wektora losowego istnieje dla pewnego ilo-
czynu skalarnego zadanego na przestrzeni V , to istnieje dla wszystkich moz-
liwych iloczynow skalarnych w V.

Kolejne twierdzenie podaje jak zmienia sie posta¢ kowariancji wektora
losowego poddanego przeksztatceniu liniowemu.

Twierdzenie 1.15. Niech X € (V,(-,-)) bedzie wektorem losowym. Zaldz-
my, Ze kowariancja wektora X istnieje i jest réwna Cov(X) = X. Niech
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dane bedzie odwzorowanie A € L(V,W), gdzie (W, [-,+]) to pewna przestrzer
unitarna. Wowczas dla dowolnego wektora wg € W zachodzi rownosc

Cov(AX + wp) = ADA'.

Dowdéd. Odwzorowanie AX A’ jest samosprzezone, wigc, majac na uwadze
twierdzenie 1.13, wystarczy sprawdzié, ze varfw, AX + wy| = [w, AL A w]
dla kazdego w € W. Poniewaz

var[w, AX + wg] = var([w, AX] + [w, w]) = var[w, AX] = var(A'w, X)
= (A'w, L Aw) = [w, AXA'w),

to Cov(AX + wy) = AXA'. O

Gdy transformacja Cov(X) = X jest osobliwa, wektor losowy X przyj-
muje wartosci w przestrzeni R(X) + p, czyli przesunigtej o wektor p pod-
przestrzeni R(X) C V. Prawdziwe jest bowiem nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.16. Niech X € (V,(-,-)) bedzie wektorem losowym o war-
tosci oczekiwanej E(X) = p i kowariancji Cov(X) = X. Wowczas P(X €
R(X)+p)=1.

Dowdd. Zauwazmy, ze réwnos¢ P(X € R(X) + p) = 1 zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy P(X — p € R(X)) = 1. Niech ¥ = X — u, wéwczas
Cov(Y) = Cov(X) = X (patrz twierdzenie 1.15), E(Y) = 0 i wystarczy
pokazaé, ze P(Y € R(X)) = 1. Jezeli transformacja ¥ jest nieosobliwa, to
R(X) = V i teza twierdzenia jest prawdziwa. Zalézmy, ze ¥ jest transfor-
macja osobliwg, a wiec jadro N(X) ma wymiar k > 0. Niech {x1,...,z}
bedzie baza ortonormalna podprzestrzeni N(X). Dowolny wektor 2z € V nie
nalezy do podprzestrzeni R(X), gdy istnieje wektor bazowy z; przestrzeni
N (%) taki, ze (x;,x) # 0 (wynika to z faktu, ze R(X) i N (X) sa ortogonalne
i R(X) @ N(X) =V). Wobec tego

P(Y ¢ R(¥)) = P((z;,Y) # 0dla pewnegoi € {1,...,k}) < ZIP’((xi,Y) #0).

i=1
Zmienna losowa (z;,Y),i = 1,..., k, ma zerowa warto$¢ oczekiwana i zerowa
wariancje, gdyz var(z;,Y) = (2, Xx;) i 2; € N(X), wiec P((x;,Y) # 0) = 0.
Wynika z tego, ze P(Y ¢ R(X)) = 0. O

Przejdzmy do pojecia niezaleznosci wektoréw losowych oraz zdefiniowa-
nia kowariancji dwoch wektoréw losowych. W tym celu rozwazmy wektory
X oraz Xy okreslone na tej samej przestrzeni probabilistycznej (€2, F,Po)
o wartosciach w (V;, (+,-);), i = 1, 2.
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Definicja 1.10. Wektory losowe X1, Xo sqg niezaleine, gdy dla dowolnych
zbioréw borelowskich B; € B(V;), i = 1,2, zachodzi réwnosé

Po(Xl c Bl, X2 S Bg) = Po(Xl S Bl)Po(XQ c BQ)

Zdefiniujmy na przestrzeni V4 & Vo = {{v1,v2} : v € Vi,ve € Vo}
iloczyn skalarny [-,:] w nastepujacy sposob:

{or, 02}, {vh, va}] = (v, vp)1 + (v2,vh)2,  {vi,ve}h, {v1, 05} € Vi@ Va.
(1.11)
Woéwezas {X1, Xo} € (VI & Vi, [, +]) jest wektorem losowym (patrz [2], str.
77) oraz prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.17. Niech X1 € (Vi,(-,-)1) oraz Xo € (Va,(+,)2) bedq
wektorami losowymi okreslonymi na tej samej przestrzeni probabilistyczne;.
Wowczas wektory X1 @ Xo sq¢ niezalezne wtedy 4 tylko wtedy, gdy

Dix,, xo3({v1,v2}) = Ox, (v1)Px, (v2)

dla wszystkich wektorow vy € Vi, vo € Va, gdzie Px, i Prx, x,} oznaczajg
funkcje charakterystyczne wektorow X; oraz {X1, Xo} € V1 @ Vs.

Dowdd twierdzenia mozna znalezé w [2] (rozdzial 2, str. 78).

Zaltézmy, ze wektory Xi; i Xo sa niezalezne. Dla dowolnych vy € Vi,
vy € Va funkcje fy,: Vi 3 — (v1,x)1 € Roraz gy,: Vo 3y — (v2,y)2 € R
sg ciagte, a wiec borelowsko mierzalne. Wobec tego dla dowolnych zbioréw
borelowskich By, Bs w przestrzeni R zachodza réwnosci

Po((v1, X1)1 € B1, (v2, X2)2 € Ba) = Po(fu, (X1) € B1, gu,(X2) € Ba)
=Po(X1 € f,, (B1), X2 € g,,'(B2))
=Po(X1 € f,,' (B1))Po(X2 € gy, (B2))
= Po((v1, X1)1 € B1)Po((v2, X2)2 € Bo),

zatem niezaleznosé wektoréow X; i X9 implikuje niezaleznosé zmiennych lo-

sowych (v1, X1)1, (v2, X2)2 dla kazdych vy € Vi, vy € Vs.

Zaltézmy teraz, ze dla wszystkich v1 € Vi, vg € Vo zmienne losowe
(v1,X1)1 oraz (ve, X2)2 sa niezalezne. Wtedy dla dowolnego t € R praw-
dziwa jest rownosé

®(01,X1)1+(112,X2)2(t) = (I)(v1,X1)1(t)(I)(v2,X2)2 (t)’

stad

Px, x,({tvr, tva}) = Eexpli(tor, X1)1 + i(tve, X2)o

= Eexplit((v1, X1)1 + (v2, X2)2)]
= <I>(7)1,X1)1-|—(112,X2)2 (t)
= (I)(”ULXl)l (t)q)(ﬂz,Xz)z (t) =dx, (tvl)q)Xz (tUQ)a

wiec z twierdzenia 1.17 wynika, ze wektory losowe X7 i X5 sa niezalezne.
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Wnhiosek 1.5. Wektory losowe X1 € (Vi, (-,-)1) oraz Xo € (Va,(+,-)) okre-
slone na tej samej przestrzeni probabilistyczne;) sq niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy zmienne (v, X1)1 @ (v, X2)2 sq niezalezne dla wszystkich vy € V7,
vy € V.

Definicja 1.11. Niech X; € (V1,(+,-)1) oraz Xo € (Va,(+,-)2) beda wekto-
rami losowymi okreslonymi na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Niech
kowariancje obu wektorow istniejg i Cov(X1) = 11 oraz Cov(Xa) = Xoa.
Kowariancjg wektorow Xy 1 Xo nazywamy odwzorowanie lintowe Y15 €
L(Va, V1) takie, Ze dla kazdej pary elementow vy € Vi,vy € Vi spelniona
jest rowno$é

COV{(Ul,Xl)l, (’UQ,XQ)Q} = (01,2127}2)1. (112)

Rozumujac podobnie jak w przypadku kowariancji wektora losowego,
mozna pokazaé, ze tak zdefiniowane odwzorowanie 1o istnieje i jest wy-
znaczone jednoznacznie. Naturalnie, wektory X; oraz Xo nazywamy niesko-
relowanymi, gdy 312 = 0. Jak pokazano wczesniej, gdy wektory X1, Xo sa
niezalezne, to zmienne (v, X1); oraz (va, X2)2 sa niezalezne i co za tym idzie
nieskorelowane dla dowolnych v € Vi, vg € Va, czyli

COV{(Ul,Xl)l, (UQ, XQ)Q} =0

dla wszystkich v; € Vi, v € Vo, a wiec niezalezne wektory losowe sa niesko-
relowane. Ponadto, dla dowolnych innych iloczynéw skalarnych (-,-)s, (-, )4
okre$lonych odpowiednio na Vj oraz V5 istnieja dodatnio okreélone odwzo-
rowania A; € S(V;, (+,+)i), i = 1,2 takie, ze

cov{(vi, X1)3, (v2, X2)a} = cov{(vi, A1.X1)1, (v2, A2 X2)2}
= (Ajv1, 2124202)1 =0,

gdy 19 = 0, stad brak korelacji wektorow X; oraz Xo zachowuje si¢ bez
wzgledu na rozwazane iloczyny skalarne.

Ponizsze twierdzenie okresla zwiazek miedzy odwzorowaniami 311, Yoo,
Y12 1 kowariancja wektora losowego { X1, X2} w przestrzeni (Vi & V5, [, -]).

Twierdzenie 1.18. Niech dane bedg wektory losowe X1 € (Vq,(+,+)1), X2 €
(Va, (+,+)2). Zaldzmy, ze kowariancje obu wektoréw istniejg i Cov(X1) = X11,
Cov(X3) = Y99 oraz Cov{Xj, X2} = X13. Niech ¥ oznacza kowariancje
wektora { X1, Xo} w przestrzeni (Vi @ Va,[-,]). Zdefiniugmy odwzorowanie
A€ L(V) @ Vo, Vi @ Vi) nastepujaco:

A{Ul, UQ} = {2111)1 + 2121)2, 2,121)1 + 2222}2}.

Wtedy odwzorowania A i ¥ sq rowne.
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Dowdd. T.atwo pokazaé, ze odwzorowanie A jest samosprzezone, dlatego aby
wykazaé, ze A = X, wystarczy sprawdzi¢, ze dla kazdego elementu {vy,va} €
Vi @ Vo zachodzi réwnosé

[{v1,v2}, B{v1, v2}] = [{v1, va}, A{v1, va}]

(por. komentarz poprzedzajacy twierdzenie 1.13, str. 18). Réwnos¢é te otrzy-
mujemy, wykonujac nastepujace elementarne przeksztalcenia:

[{v1,v2}, X{v1,v9}] = var[{vy, ve}, { X1, Xo}] = var{(v1, X1)1 + (ve, X2)2}
= var(vy, X1)1 + var(ve, X2)2 + 2cov{(vi, X1)1, (v2, X2)2}
= (v1, X11v1)1 + (v2, Bagva)2 + 2(v1, X1202)1
= [{v1,v2}, {Z1101 + Z12v2, Ejpv1 + Zoov2}]
= [{v1, v}, A{vr, v2}],

gdzie {v1,v2} to dowolny ustalony element przestrzeni Vi & Va. O

Zapisujac odwzorowanie A zdefiniowane w tezie powyzszego twierdzenia w
postaci

> Dy
Afvi, v} = ( Zi; E;z > {v1,v2} = {Z1101 + V1202, o071 + Baovo},

mozemy w wygodny sposéb przedstawié¢ kowariancje wektora { X1, Xo} jako

Cov({X1,X2}) = ( E/H ?2 ) .
12 22

Uzyteczne w analizie modeli liniowych sa fakty zawarte w ponizszym twier-
dzeniu.

Twierdzenie 1.19. Niech dane bedg wektory losowe X1 € (V, (+,-)1), X2 €
(V. (-,-)2). Niech wektor {X1, X2} € (Vi & Va, [+, +]) ma kowariancje postaci

Cov({X1, Xo}) = ¥ = < Y11 Y12 ) ’

Y oo
gdzie [-,-] jest zadany wzorem (1.11). Wéwczas N (3a2) € N (X12) i 12 =
Y12X592092. Ponadto wektory X1 —31235, X2 oraz Xo sq nieskorelowane oraz

kowariancja wektora X1 — ¥12X5, X2 w przestrzeni (Vi, (-, -)1) jest postaci

COV(Xl — ZlZEEZXQ) = 211 — 212252232.
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Dowdd. Najpierw pokazemy, ze dla kazdego vo € N (X92) zachodzi réwnosé
Y19v9 = 0. Ustalmy vy € V; i stala a € R. Odwzorowanie X jest nieujemnie
okreslone, dlatego mamy

0 < [{ur,ave}, 2{v1, ave}] = [{v1, ava}, {E1101 + aX12v2, Xipv1 }]
= (v1,Znv1)1 + a(vr, Zi2v2)1 + a(ve, Xpv1)2
(v1, 211v1)1 + 2a(v1, E12v2)1.

Powyzsza nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdego v; € Vi i dowolnej sta-
tej a, wiec (v1,X12v2)1 = 0, a stad X202 = 0. Dla dowodu dalszej czesci
tezy twierdzenia zauwazmy, ze ré6wWnos$¢ X = X12X99292 jest rownowazna
réwnosci Xi2(I — X55X02) = 0, ktora jest prawdziwa, poniewaz I — ¥55%09
jest projekcja ortogonalna na N(Xa3) C N (X12) (por. str. 13). Wykonujac
standardowe przeksztalcenia, kowariancje

cov{(v1, X1 — 312355 X2)1, (v2, X2)2} = cov{(v1, X1)1 — (v1, 12555 X2)1, (v2, X2)2}

mozna zapisa¢ w postaci (v1, (X12—X12255222)v2) = 0, bo X192 = X12355309,
co dowodzi, ze wektory X;—X1235, X9 oraz X3 sa nieskorelowane. Aby wyka-
za¢ ostatnia czesé tezy twierdzenia, wystarczy sprawdzi¢ czy dla dowolnego
v1 € V7 zachodzi réwnosé

var(vy, X1 — 1285, X0)1 = (v1, (11 — 1235, 59)v1)1,

poniewaz odwzorowanie Y1 — 31235,3], jest samosprzezone i prawdziwe
jest twierdzenie 1.13. Przeksztalcajac lewsa strone powyzszej réwnosci, otrzy-
mujemy
V&I‘(Ul, Xi — 21222_2)(2)1 = (’Ul, 211’01)1 + Val“(Ul, 21222_2)(2)1

— 2cov {(1)17 X1)1, (v1, E1222_2)(2)1}

= (v1, 21101)1 + (2521901, L2235 2501 )2

— 2(?}1, 21222_22/121)1)1

= (v1, (B11 — B1285,X19)v1)1,

gdzie ostatnia réwnosé zachodzi, poniewaz ¥5,%2935, = X5, (por. str. 13) i
(Z2251901, T2 X5p X901 )2 = (01, T12355 22555 X 1001)1 = (v1, D128 15011
O

Oméwimy teraz pewne wlasnoéci wektoréw losowych o rozkladach sfe-
rycznych i stabo sferycznych. Niech V' bedzie przestrzenia unitarna, przez
O(V) bedziemy oznaczaé grupe transformacji ortogonalnych (wzgledem ilo-
czynu skalarnego zadanego na V') okreslonych na przestrzeni V.
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Definicja 1.12. Méwimy, ze wektor losowy X € (V,(+,-)) o rozkladzie Q ma
rozktad sferyczny lub inaczej ortogonalnie niezmienniczy, gdy dla dowolnego
zbioru B € B(V) oraz dla kazdego T' € O(V') zachodzi réwnosé Q(B) =
Q('B), czyli L(X) = L(T'X) dla dowolnego T' € O(V).

Twierdzenie 1.20. Niech X € (V, (-,-)) bedzie wektorem losowym o rozkla-
dzie sferycznym. Niech || oznacza norme pochodzqcq od iloczynu skalarnego
okreslonego na V' oraz niech o € V bedzie wektorem takim, Ze |zo| = 1.
Wowczas L((z, X)) = L(|z|(z0, X)) dla dowolnego x € V.

Dowdd. Dla x = 0 twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe. Dla x # 0 wy-

bierzmy takie odwzorowanie I' € O(V'), aby zachodzila zaleznosé I'zy = ﬁ

Taki dobér odwzorowania I' jest mozliwy, gdyz wektory xg i H%II maja taka

sama norme, rowna jeden. Wtedy

£((w.2)) = £ (Je ({57.X) ) = £(0o](Tav. X))
= £(jirl 20, X)) = £(Jir} 0, X)),

gdzie ostatnia réwnosé wynika z zalozenia o niezmienniczosci rozktadu wek-
tora X wzgledem transformacji ortogonalnych oraz faktu, ze jesli I' € O(V)
to réwniez I' € O(V). O

Twierdzenie 1.20 pokazuje, ze dla sferycznego rozkladu L£(X) rozklad
zmiennej losowej (z, X) jest taki sam jak rozklad zmiennej || z || (zg, X),
stad, znajac rozklad zmiennej (z¢, X) dla pewnego niezerowego wektora
xo € V, mozemy wyznaczy¢ rozklad (z, X) dla dowolnego = € V.

Twierdzenie 1.21. Niech X € (V, (-,-)) bedzie wektorem losowym o rozkla-
dzie sferycznym. Niech || oznacza norme pochodzqcq od iloczynu skalarnego
okreslonego na V' oraz niech xg € V, |xo| = 1. Wowczas

(i) ®x(z) = E'®Y) = d(|z]z),
(i) jesli E(X) istnieje, to E(X) =0,
(iii) jesli Cov(X) istnieje, to wéwczas Cov(X) = 021, gdzie 0% = var(zg, X).
Dowdd. Wtasnosé (i) wynika wprost z twierdzenia 1.20 oraz zaleznosci
Ee'@X) = Eel#l(@0.X) = ReilleleoX) — & (|z)zp).

Dla dowodu (ii) przyjmijmy E(X) = p. Poniewaz £(X) = L(I'X), to dla
dla dowolnego I' € O(V) mamy

p=E(X)=ETIX)=TEX) =T
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Jedynym wektorem p spelniajacym réwnosé p = I'u dla kazdego T' € O(V)
jest u = 0, co dowodzi drugiej czesci twierdzenia. Na mocy twierdzenia 1.20
otrzymujemy ciag réwnosci

var(z, X) = var {|z|(zo, X)} = |z|*var(zo, X) = ¢*(z,z) = (z,0%[x),

stad oraz z twierdzenia 1.13 wynika, ze Cov(X) = 021, co konczy dowéd
twierdzenia. O

Wykazalidémy, ze jesli kowariancja wektora losowego X o rozkladzie sfe-
rycznym istnieje, to jest postaci Cov(X) = oI dla pewnego o2 > 0. Oczy-
wiécie istniejg inne rozklady o kowariancji postaci o%1.

Definicja 1.13. Wektor losowy X € (V,(+,-)) ma rozklad slabo sferyczny,
gdy
Cov(X) = oI dla pewnego o2 > 0.

Twierdzenie 1.22. Niech X bedzie wektorem losowym o wartoSciach w
przestrzeni (V, (+,-)). Zaldzmy, Ze kowariancja wektora X istnieje. Nastepu-
jace zaleznosci sqg rownowazne:

(i) Cov(X) = o2 dla pewnego a* > 0,
(ii) Cov(X) = Cov(I'X) dla kazdego ' € O(V).

Dowdd. Jedli Cov(X) = 021, to z twierdzenia 1.15 wynika, ze dla kazdego
I' € O(V) prawdziwa jest réwno$é Cov(X) = Cov(I'X). Dla dowodu im-
plikacji odwrotnej zalézmy, ze ¥ = Cov(X) oraz zachodzi réwnosé (ii). Z
twierdzenia 1.15 wnioskujemy, ze ¥ musi spelnia¢ réwnoéé ¥ = ST dla
dowolnego I' € O(V), stad dla kazdego = € V otrzymujemy

(z,%2) = (z,TS z) = (['z, T 2).

Rozwazmy wektor z € V taki, ze || = 1. Zauwazmy, ze wéwczas I' z moze
by¢ dowolnym wektorem z przestrzeni V' o normie rownej jeden, poniewaz
I moze byé dowolnym elementem grupy przeksztalcen O(V). Wynika stad,
ze dla dowolnych z,y € V takich, ze |z| = |ly| = 1 zachodzi r6wnosé

(z,¥x) = (y, Xy).

Korzystajac z twierdzenia spektralnego, zapiszmy ¥ = > 7 \jx;0x;, gdzie
{z1,...,2,} jest odpowiednia baza ortonormalna w (V, (-,+)) oraz wybierz-
my r = xj oraz y = x. Wowczas otrzymujemy

)\j = (a;j,Z)xj) = (:L’k, Exk) = )\k

dla dowolnych (spoéréd rozwazanych) indekséw 7, k. Ustalajac 02 = Aq,
mamy

n n
¥ = ZUQCCZ‘D.TZ' = O’2 Za:z[!:cl = UQI.
i=1 =1

26



Poniewaz odwzorowanie ¥ jest nieujemnie okreslone, to o2 > 0, co kofczy

dowdd. O

Twierdzenie 1.22 orzeka, ze rozklad stabo sferyczny jest jedynym rozkta-
dem (poza rozkladem jednopunktowym), ktérego struktura kowariancyjna
jest niezmiennicza wzgledem transformacji ortogonalnych.

Wyznaczymy teraz pewne charakterystyki iloczynéw zewnetrznych wek-
toréow losowych.

Lemat 1.1. Niech dane bedg wektory losowe X; € (Vi (+,+);), i = 1,2, okre-
slone na tej samej przestrzeni probabilistycznej o wartosciach oczekiwanych
w1 oraz pe. Zalozmy, zZe kowariancje wektorow X1, Xo istniejg i oznaczmy
je przez 11 @ Xaa. Niech Cov{X1, Xo} = X12. Wowczas zachodzi réwnosé

E(X1|:|X2) = Y12 + 1 Opo. (113)
Ponadto, jezeli Vi = Vo oraz (-,-)1 = (-, )2, to
E(X1, X2)1 = (1, Z12) + (1, p2)1, (1.14)

gdzie (-,-) jest iloczynem skalarnym okreslonym na L(Va, V1) zgodnie ze wzo-
rem (1.1).

Dowdd. Wektor losowy X100Xs przyjmuje wartosci w przestrzeni odwzoro-
wan liniowych £(Va, V7). Zgodnie z definicja wartosci oczekiwanej wektora
losowego, aby wykaza¢ prawdziwos$é¢ pierwszej czeci tezy twierdzenia, wy-
starczy sprawdzi¢, ze dla dowolnego odwzorowania A € (L(Va2, V1), (:,"))
zachodzi réwnosé

E(A, X10X5) = (A, E12) + (A, p1Ops). (1.15)

Na mocy twierdzenia 1.5 dowolne odwzorowanie A € L(V5,V) jest od-
powiednia kombinacjg liniowg iloczynéw zewnetrznych wektoréw bazowych
przestrzeni V) oraz Vs, a wiec odwzorowan postaci vi[vs, gdzie v; € V. Po-
nadto wyrazenia znajdujace sie po obu stronach réwnosci (1.15) sa liniowe
ze wzgledu na A, dlatego wystarczy sprawdzié¢, ze réwnoéé (1.15) zachodzi
dla dowolnego odwzorowania postaci vilva, v; € V;. Z wlasnosci iloczynu
skalarnego (-, -), przytoczonych w twierdzeniu 1.6 oraz nastepujacym po nim
wniosku 1.1, wynika, iz prawdzie sa nastepujace rownosci:

E(v10ve, X10X9) = E(v1, X1)1(ve, X2)2
= cov{(v1, X1)1, (v2, X2)2} + E(v1, X1)1E(v2, X2)2
= (v1, X12v2)1 + (v1, p1)1(va, p2)2
= (v10v2, ¥12) + (v10v2, 1 Opo) = (v10ve, X192 + p10pe).
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Dla dowodu réwnosci (1.14) wystarczy zauwazy¢é, ze na mocy twierdzenia
1.6 mamy

(X1, X2)1 = (I, X10X>),

a stad, korzystajac ponownie z twierdzenia 1.6 i udowodnionej juz réwnosci
(1.13), otrzymujemy

E(X1, X2)1 = E(I, X10X3) = (I, X12) + (I, u10p2) = (I, X12) + (p1, p2)1.
Il

Twierdzenie 1.23. Niech X bedzie wektorem losowym w przestrzeni (V, (-, -))
o rozkltadzie sferycanym takim, e warto$é oczekiwana zmiennej losowej | X |4

jest skoriczona. Niech vy, v bedg dowolnymi wektorami ortonormalnymi w
przestrzeni (V, (-,-)). Wowczas

Cov(XOX) = (c1 — e2)I @ I + 2T,

gdzie c1 = var(vi, X)2, co = cov{(v1, X)?, (va, X)?}, natomiast odwzorowa-
nie T jest okreslone na S(V') w nastepujgcy sposdb:

T(A) = (LA, AeS(V),
gdzie iloczyn skalarny (-,-) jest zadany zgodnie ze wzorem (1.1).

Dowdéd twierdzenia mozna znalezé w [2] (rozdzial 2, str. 96).

Niech X1, Xs,...,X, bedzie ciagiem niezaleznych wektoréw losowych
w przestrzeni RP (ze standardowym iloczynem skalarnym) o tym samym
rozkladzie Qq, czyli £L(X;) = Qo, i = 1,...,n. W statystyce ciag ten trak-
tujemy jako m-elementows probe prosta z populacji o rozktadzie @Qy. Ciag
{X1,Xs,..., X} jest losowym wektorem w sumie prostej RP @ --- @ RP.

n
Mozemy go przedstawi¢ w postaci

i potraktowac¢ jako wektor losowy w przestrzeni R™” ze standardowym ilo-
czynem skalarnym. W zapisie tym nie widaé¢ jednak niezaleznosci poszcze-
gbélnych wektoréw X;. Mozemy takze utworzyé macierz losowa

X
X,
X = . S Mnxp-

/

X

n
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Tym sposobem macierz X jest wektorem losowym w przestrzeni macierzy
M xp 2z iloczynem skalarnym zadanym wzorem (A, B) = trAB’ = trB'A =
trA’'B = trBA’ (rozwazanym w przykladzie 1.1). Wiersze macierzy X sa
niezaleznymi wektorami losowymi i kazdy z nich ma rozktad Qg. Zat6zmy,
ze E(X;) = poraz Cov(X;) =X dlai = 1,2,...,n (zalozenie o réwnosci roz-
ktadow wektoréw X; nie jest konieczne). Warto$é oczekiwana i kowariancje
wektora X € My, podaje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.24. Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami zachodzqg nastepu-
jace rownosci:

(i) E(X) = eit,
(ii) Cov(X) =1,R %,
gdzie e € R™ oznacza wektor zlozZony z n jedynek.

Dowdd. Ustalmy dowolng macierz A € My,xp. Oznaczmy przez af, ..., a;, €
RP wiersze macierzy A. Wowczas

E(A, X) =E(tr(AX')) =E (Z a;Xi> = Za;,u =tr(A(eu)) = (A en).
i=1 i=1

Zgodnie z definicja 1.8 macierz ey’ € My, o n identycznych wierszach
postaci ,u, jest wartoécia oczekiwana macierzy X.

Z wtasnosci iloczynu Kroneckera wynika, ze odwzorowanie (I, ® X) jest
samosprzezone, dlatego dla dowodu punktu drugiego, na mocy twierdzenia
1.13, wystarczy pokazac, ze dla kazdej macierzy A € M,,x, zachodzi réwnosé

var(A, X) = (4, (I, @ X)A).
Poniewaz
var(A, X) = var (Z aéX,;) = var(a;X;) + > cov{ajX;, ajX;}
i=1 i=1 i#j
=Y aj%a; = tr (ASA') = tr (A(A%)') = (A, A%) = (A, (I, ® ©)A),
gdzie trzecia réwnos¢ zachodzi dlatego, ze wektory X;, X; s nieskorelowane
dla i # j, dowdd twierdzenia zostal zakonczony. O

Zauwazmy, ze w dowodzie czeéci (ii) powyzszego twierdzenia skorzysta-
liSmy jedynie z faktu, ze wiersze macierzy X sa nieskorelowane. Okazuje
sie, ze macierz losowa X € M, y, ma kowariancje postaci I,, ® ¥ wtedy i
tylko wtedy, gdy jej wiersze sa nieskorelowane i kowariancja kazdego z nich
jest postaci ¥. Mianowicie, znajac postaé¢ kowariancji macierzy X, mozna
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w prosty sposéb wyznaczy¢ kowariancje miedzy jej wierszami lub elemen-
tami. Wystarczy dobra¢ odpowiednie macierze i skorzystaé z definicji 1.9.
Zalézmy, ze Cov(X) = I,, ® X i interesuje nas kowariancja wierszy X/ oraz
X ]' Dla dowolnych wektoréw x1,zs € RP utwérzmy macierze A, ktérej i-ty
wiersz to x), a pozostale elementy sa zerami oraz macierz B, ktérej j-ty
wiersz to xh, a pozostale elementy sa zerami. Wowczas

cov{z) X;, 75 X;} = cov{(A, X), (B, X)} = (A, (I[,®%)B) = tr(AXB') = §;;2 Xxs.

Traktujac macierze jako reprezentacje odpowiednich przeksztatcen linio-
wych, wyprowadzimy z twierdzenia 1.24 regule transformacji kowariancji
macierzy X poprzez iloczyn Kroneckera. Jedli A € My« i B € Mpyyp, to

(A® B)X = AXB'.
Z twierdzenia 1.15 wynika, ze
Cov((A® B)X) = (A® B)Cov(X)(A® B).

W szczegdlnodci, jesli Cov(X) =1, ® X, to

Cov((A® B)X) = (A® B)(I, @ £)(A® B) = (AA") ® (BLB').
Jesli dodatkowo zalozymy, ze macierz A jest macierza ortogonalng, to

Cov((A® B)X) =1, ® (BSB)
oraz dla B = I, otrzymujemy
Cov(A®I))X) =1, %. (1.16)

Z réwnosci (1.16) wynika, ze brak korelacji pomiedzy wierszami macierzy
losowej X zachowuje sie przy przeksztalceniu tej macierzy przez odwzoro-
wanie ortogonalne postaci A ® Ip,.

Przykltad 1.2. Niech X;, X5 bedqg niezaleznymi zmiennymi losowymi o
standardowym rozkladzie normalnym. Rozwazmy wektor X = (X1, Xs)" €
R? oraz symetryczng macierz

S=XX'=
[ X1 Xy X2

X2 XX, ]

Korzystajgc z wprowadzonych w tym paragrafie narzedzi, obliczymy najpierw
kowariancje wektora Y = (X2, X1Xo, X3)" w przestrzeni R® ze standar-
dowym iloczynem skalarnym. Nastepnie wyznaczymy kowariancje macie-
rzy S w przestrzeni (Sa,(-,-)) macierzy symetrycznych wymiaru 2 x 2 (

(827 <'7 >) - (M2><27 <'7 >))
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Niech xo = (a, 3,7)" € R3 bedzie dowolnym ustalonym wektorem. Wéw-
czas

var(zyY) = var(aXi + X1 X2 + vX3)
= ovar(X?) 4 B*var(X1Xs) 4 v2var(X3)
+ 2afcov(XE, X1 X5) + 208vcov(X3s, X1X3)
= 20% + 3 + 277,
gdzie trzecia réwnosé zachodzi, poniewaz zmienne X? i X3 majq rozktad chi-
kwadrat z jednym stopniem swobody, a stqd var(X?) = 2 oraz E(X?) = 1

dla i = 1,2, wiec var(X1Xs) = E(XPE(X?) — (E(X1))?(E(X2))? = 1, zaé
pozostale wyrazy zerujg sie. Mozemy zatem zapisaé

2 00 o
var(z(Y) = [a,3,7] | 0 1 0 B | = xpXzo,
0 0 2 ol

gdzie 3 = diag(2,1,2). Oczywiscie ¥ = X/, wiec mozemy zastosowad twier-
dzenie 1.13, na mocy ktérego Cov(Y') = 3. PrzejdZmy nastepnie do wyzna-
czenia kowariancji macierzy S w przestrzeni (Sa, (-, -)). W tym celu zauwaz-
my najpierw, ze dla dowolnego wektora x € R? postaci x = (a, 3)" zachodzi
rownosé

(XOX)z = X'zX = (aX; + 8X3) [ 2 ] = [

| X XXy ||« _ gy
T XXy X7 gy 7

aX? + BX1Xo
aX1 Xy + BX3

stgd S = XUOX. Jak wiemy, przy pewnych warunkach, twierdzenie 1.23 po-
daje postac kowariancyi odwzorowania XX . By mdc zastosowaé je w tym
przypadku musimy sie upewnié, zZe spelnione sqg jego zalozenia. Wektor X
ma rozklad normalny o wartosci oczekiwanej E(X) = (0,0)" oraz kowarian-
cji Cov(X) = Iy. Dla kazdego odwzorowania ortogonalnego I' € O(R?) wek-
tor I'X ma rozklad normalny o wartosci oczekiwanej E(I'X) = TE(X) =
(0,0) = E(X) oraz kowariancji Cov(I'X) = Cov(X) (por. twierdzenie
1.22). W takim razie rozklad wektora X jest sferyczny. Korzystajgc ponow-
nie z wartosci momentow zmiennej o rozkladzie chi-kwadrat, sprawdzamy,
Ze warto$é oczekiwana zmiennej | X||* jest skorczona i wynosi E|X|* =
E(X? + X2)2 = 8. Przyjmujgc 1 = (1,0)" oraz z2 = (0,1), otrzymuge-
my

c1 = var(z) X)? = var(X?) = 2,

ez = cov{ (a4 X)?, (25X)?} = cov{X}, X3} = 0
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oraz wobec tego
COV(S) = COV(XDX) =2l ® I5.

Wynik ten mozna uzyskac¢ takze bezposrednio z definicji kowariancji wekto-
ra losowego. Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnej macierzy A = g f ]
prawdziwa jest réwnosé var(A, S) = (A4, 2(Iy ® I3)A). Dobierajac odpowied-
nie macierze symetryczne, mozna uzyska¢ kowariancje pomiedzy elementami

1
macierzy S. Na przyktad, wybierajac macierze symetryczne A = [ 0 8 ] i

1
B = % l (1) 0 ] , otrzymujemy

cov{X?, X1 Xo} = cov{(A, S), (B, S)} = (A,2(I, ® I,)B) = (A,2B) = 0.
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Rozdziat 2

Rozklad normalny na
przestrzeni wektorowej

Biezacy rozdzial w wigkszosci oparty jest na ksiazce [2] (rozdzial 3). Wy-
jatek stanowi podrozdzial 2.1, w ktérym wykorzystywane sa réwniez fakty
podane w [4] (podrozdzial 1.6).

Jasnym jest, ze dla niezaleznych zmiennych losowych X;, Xs..., X, o
rozktadach normalnych na R z parametrami p; i 02 (co w skrécie bedziemy
oznaczali £(X;) = N(u;,0?)) oraz dowolnych stalych a,...,q, zmienna
losowa Y = " ; X; ma rozktad N (31 agpi, iy afo?). Ta wlasnoéé roz-
ktadu normalnego odgrywa kluczowsa role w procesie definiowania rozktadu
normalnego na przestrzeni wektorowej. Mianowicie gwarantuje, ze istnieja
wektory losowe spelniajace definicje tego rozktadu sformutowana ponizej.

Niech (V, (+,-)) w dalszym ciagu oznacza skonczenie wymiarowa rzeczy-

wista przestrzen unitarna.

Definicja 2.1. Wektor losowy X € (V,(-,-)) ma rozklad normalny, gdy dla
kazdego wektora x € V' zmienna losowa (z, X) € R ma rozklad normalny.

Rozklad jednopunktowy na R traktujemy jak (zdegenerowany) rozklad
normalny. W ten sposéb definiujemy rozkiad normalny wektora w przestrze-
ni unitarnej, nie wymagajac przy tym, aby wektor ten mial nieosobliwg, ko-
wariancje. Zauwazmy, ze na mocy twierdzenia 1.16 nos$nik rozktadu wektora
o osobliwej kowariancji ¥ ma wymiar mniejszy niz wymiar przestrzeni V.
Istnieja zatem niezerowe wektory nalezace do N'(X), a dla kazdego = € N (X)
mamy var(z, X) = (z,2X2) =01 P((z, X) = (z,E(X))) = 1.

Stosowany w dalszej czesci pracy zapis £(X) = N(u,X) bedzie ozna-
czal, ze wektor losowy ma rozktad normalny z wartoécia oczekiwang u oraz
kowariancja ¥ przy pewnym iloczynie skalarnym zadanym na przestrzeni
wartosci wektora X . Kazdorazowo jasnym bedzie jaki iloczyn skalarny jest
rozwazany.

Aby wykazaé, ze istnieje wektor losowy o rozkladzie normalnym na V,
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oznaczmy przez {zi,%2,..., T,} ortonormalng baze przestrzeni (V,(-,-)).
Niech X1, Xo,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o standardo-
wym rozktadzie normalnym na R. Wéwczas wektor postaci

n

i=1
jest wektorem losowym w przestrzeni (V, (-, -)) oraz dla kazdego x € V mamy

n

i=1

Liniowa kombinacja niezaleznych zmiennych X; ma rozklad normalny, dla-
tego dla kazdego = € V' zmienna (z,Y) ma rozklad normalny, co chcielismy
pokazaé. Co wiecej, poniewaz dla kazdego x € V' zachodza réwnosci

E(.Z‘, Y) =E (zn:(xz, x)XZ> = i:(l’z,x)E(XZ) =0

i=1 i=1

oraz

var(x,Y) = var (Z(xz,a?)Xl> = Z(mi,x)%ar(Xi) = Z(:L‘i,x)2 = (z,2) = (z,Iz),

i=1 =1 =1

to skonstruowany wektor Y ma rozklad normalny o wartoéci oczekiwanej
=0 €V i kowariancji postaci Cov(Y') =1 € §(V), co wynika z twierdze-
nia 1.13.

Twierdzenie 2.1. Niech X bedzie wektorem losowym o rozkiadzie normal-
nym w przestrzeni (V, (-,-)). Niech W bedzie przestrzeniq wektorowq z ilo-
czynem skalarnym [-,-]. Wowczas dla dowolnego odwzorowania A € L(V, W)
oraz elementu wg € W wektor losowy AX +wy ma rozkiad normalny w prze-
strzeni (W, [-,-]).

Dowdod. Dla dowolnego wektora w € W zachodzi réwnosé
[w, AX + wo] = [w, AX] + [w,wo] = (A'w, X) + [w, wy].

Poniewaz zmienna (A’w, X)) ma rozklad normalny oraz skladnik [w, wp] jest
stala, to zmienna (A'w, X) + [w, wp] ma rozklad normalny na R, co konczy
dowdd. O

Niech wektor X ma rozklad normalny w przestrzeni (V,(-,-)). Wtedy
dla dowolnych elementéw x1,x9 € V istnieje kowariancja zmiennych (x1, X)
i (z2,X), a wiec istnieje Cov(X) = X. Na mocy twierdzenia 1.9 odwzoro-
wanie ¥ mozna przedstawi¢ w postaci ¥ = AA = AA', gdzie A € S(V)
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jest pewnym odwzorowaniem nieujemnie okreslonym . Zgodnie z twierdze-
niem 1.15 dla dowolnego wektora Y € V oraz A € S(V) zachodzi réw-
no$¢ Cov(AY + pu) = ACov(Y)A'. W szczegdlnosei, gdy Cov(Y) = I, to
Cov(AY + p) = AA’ = X. Z tego powodu oraz z powyzszego twierdzenia
wynika, ze dla kazdego wektora X o rozkladzie normalnym, wartosci ocze-
kiwanej réwnej p € V oraz kowariancji Cov(X) = ¥ istnieje odwzorowanie
A € L(V,V) (na przyklad A = X1/2) takie, e X = AY + p, gdzie Y
ma rozklad normalny z wartoscia oczekiwana rowng zeru oraz kowariancja
Cov(Y) = I. Dzigki temu opisana wczesniej konstrukcja ma istotne zna-
czenie w statystycznej analizie wielowymiarowej, gdyz pozwala traktowaé
statystyki oparte na r-elementowej probie prostej z rozkladu normalnego
N (1, 3) na przestrzeni V' jako funkcje wielu niezaleznych zmiennych loso-
wych o rozkladach N(0,1).

Twierdzenie 2.2. Niech X1 € (V1,(,-)1) oraz Xo € (Va, (-, +)2) bedg wek-
torami losowymt okreslonymi na tej samej przestrzeni probabilistycznej o
tacznym rozkladzie normalnym na (V1 @ Va, [+, -]), gdzie iloczyn skalarny [-, -]
jest zadany wzorem (1.11). Wektory X1 i Xo sq niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy sq nieskorelowane.

Dowdd. Jasnym jest, ze wektory niezalezne sa nieskorelowane. Dla dowodu
implikacji przeciwnej zalézmy, ze wektory losowe X; oraz Xs sa nieskorelo-
wane. Wtedy dla dowolnych wektorow vy € Vi, vy € Vo zachodzi réwnosé
cov{(v1, X1)1, (v2, X2)2} = 0, a wiec zmienne losowe (v1, X1)1 oraz (va, X2)2
sa nieskorelowane. Poniewaz taczny rozklad wektoréw X, Xo jest rozkla-
dem normalnym, to wektor {(vi, X1)1, (v2, X2)2} ma rozklad normalny na
R?, gdyz dla dowolnych stalych a1, as zachodzi réwnosé

ag (v, X1)1 + az(ve, X2)2 = [{aqvr, awva }, { X1, Xa}].

Brak korelacji zmiennych (v1, X1)1, (v2, X2)2 implikuje wiec ich niezaleznosé
(dla dowolnych vy € Vi, v9 € Vo). Wobec tego wektory X 1 Xy sa niezalezne
(por. wniosek 1.5). O

Przykltad 2.1. Rozwazmy przestrzen RP ze standardowym iloczynem ska-
larnym. Niech X1, Xoa, ..., X, bedq niezalezinymi wektorami losowymsi o war-
tosciach w RP. Zaléimy, ze L(X;) = N(u,X) dla i = 1,2,...,n. Niech
X bedzie macierzq o wierszach X{,X},..., X/ . Pokazemy, ze macierz X
ma rozklad normalny w rozwazanej w przykladzie 1.1 przestrzeni macierzy
(Mapxp, (). W tym celu weZmy dowolng macierz A € My, @ oznaczmy
jej wiersze przez aly, db, ..., al, gdzie a; € RP. Wtedy
n
(A, X) = tr(AX") = ai X;. (2.2)
i=1

Poniewaz z przyjetych zalozer wynika, ze zmienne a,X; majq rozklady nor-
malne na R oraz (zgodnie z wnioskiem 1.5) sq niezalezne, to ich kombinacja
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lintowa jest zmienng losowq o rozkladzie normalnym. Zmienna (A, X) ma
wige rozklad normalny dla kazdej macierzy A € Myxp 1 co za tym idzie

L(X)=N(ey' I, ®%).
Odpowiednie momenty rozkladu zostaty wyznaczone w twierdzeniu 1.24.

Wiersze macierzy X € M,,», o kowariancji postaci I,, ® ¥ sa nieskore-
lowane. Jezeli dodatkowo £(X) = N(u, I, ® ), to taczny rozklad kazdych
dwdéch wierszy (lub dowolnej innej liczby) jest normalny (co wynika z réwno-
$ci (2.2)) i na mocy twierdzenia 2.2 wiersze macierzy X sa niezalezne. Biorac
pod uwage powyzszy przyklad oraz komentarz znajdujacy sie na stronie 29,
mozemy sformutowaé nastepujacy wniosek. Macierz losowa X € My, ma
rozklad normalny o kowariancji I, ® ¥ wtedy i tylko wtedy, gdy jej wier-
sze sg niezaleznymi wektorami losowymi o rozktadach normalnych na RP z
kowariancja .

Twierdzenie 2.3. Niech wektor losowy X € (V, (-,-)) ma rozklad normalny
0 warto$ci oczekiwanej u € V' oraz kowariancyi 3. Przedstawmy odwzorowa-
nie X w postact spektralnej wynikajgcej z twierdzenia 1.7

n
i=1
gdzie {x1,xa,...,xn} to odpowiednia baza ortonormalna przestrzeni (V, (-,-)).
Przez X; oznaczmy zmienne (x;, X) dlai =1,2,...,n. Wowczas X1, Xo,..., X,
sq niezaleznymi zmiennyme losowymi o rozkladach normalnych. Ponadto
E(X;) = (zj, u) oraz var(X;) = X\; dlai=1,2,.

Dowdd. Rozwazmy przestrzen R" ze standardowym iloczynem skalarnym.
Oznaczmy przez Y € R"™ wektor losowy postaci Y = (X1, Xo,..., X,)".
Pokazemy najpierw, ze Y ma rozklad normalny. Dla dowolnego wektora

y=(y1,y2,-..,yn) € R" mamy
n n n
vY = uiXi =) i, X) = O yiwi, X). (2.3)
i=1 i=1 i1

Wektor X ma rozklad normalny, stad zmienna losowa (}; yizi, X) = ¢y'Y
ma rozktad normalny dla dowolnego wektora y € R™, co chcieliémy pokazac.
7 réwnosci

cov{X;, X;} = cov{(z;, X), (zj, X)} = (x;, ¥x;) = Z (@i, (xpOxg)x;) = Xidij
B (2.4)

i twierdzenia 2.2 wynika zatem, ze zmienne X;, X»,..., X, sa niezalezne.
W szczegblnosci, oznaczajac i-ty element standardowej bazy przestrzeni R"
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przez e; i przyjmujac y = e;, z réwnosci (2.3) wynika, ze zmienna €)Y = X,
ma rozklad normalny na R dlai = 1,2,...,n. Korzystajac z (2.4), otrzymu-
jemy

var(X;) = cov{(z;, X), (xi, X)} = (x4, Zx;) = \;.

Nastepnie, wprost z definicji wartoéci oczekiwanej wektora losowego, mamy
co konczy dowdd twierdzenia. O

Whniosek 2.1. Niech wektor X spelnia zalozZenia powyziszego twierdzenia.

Przyjmijmy, ze ¥ = I. Wowczas, dla dowolnej bazy ortonormalnej {x1,xa, . . .

n
przestrzeni (V, (-, -)) zachodzi réwnosé X = Y x;0x;. Z twierdzenia 2.3 wy-
i=1
nika zatem, Ze zmienne losowe (x;, X) sq niezalezne dla dowolnej ortonor-
malnej bazy {x1,...,z,} w (V,(-,-)). Ponadto L(X;) = N((xi,pn),1) dla

1=1,2,...,n.

Przedstawiona w tym paragrafie technike definiowania rozktadu normal-
nego na dowolnej skonczenie wymiarowej przestrzeni unitarnej mozna za-
stosowaé dla innych rozkladéw prawdopodobienstwa, o ile tylko dla nieza-
leznych zmiennych losowych o danym rozktadzie na R zachodzi twierdzenie
o dodawaniu. Ponizszy przyktad ilustruje wykorzystanie tej procedury do
zdefiniowania rozktadu Cauchy’ego na przestrzeni wektorowe;j.

Przyklad 2.2. Niech Z bedzie zmienng losowg o rozkladzie Cauchy’ego z
parametrami (a,\), gdzie a € R oraz A > 0. Funkcja charakterystyczna
zmiennej Z ma wowczas postaé

D4 (t) = exp [ait — A t|], teR.
Niech Z1,Zs,...,7Z, bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach
Cauchy’ego z parametrami (a;, A;) dlai=1,2,... ,n. Ustalmy dowolne stale
a1, Qo,. .., ap. Korzystajgc z wlasnos$ci funkcji charakterystycznych, otrzy-

mugemy funkcje charakterystyczng zmiennej Z = >, a;Z; postaci
n n n
D 4(t) :H(I)Zi(ozit) = exp itZaiai—|t|Z]ai\)\i ) t eR,
i=1 i=1 i=1

czyli zmienna losowa Z ma rozktad Cauchy’ego o parametrach ) ; a;a; oraz
i el Ai. Wykorzystujac ten fakt, mozemy przystapié do zdefiniowania roz-
ktadu Cauchy’ego na przestrzeni wektorowej tak, jak zostalo to zrobione w
przypadku rozkladu normalnego. Mianowicie, niech (V, (-, -)) bedzie skoricze-
nie wymiarowq rzeczywistq przestrzeniq wektorowq, wowczas wektor losowy
X € V ma rozkltad Cauchy’ego, gdy dla kazidego © € V zmienna losowa
(z, X) € R ma rozktad Cauchy’ego.

37

Tn}



Niech {x1,x2,...,x,} bedzie ortonormalng bazq przestrzeni (V, (-, -)) oraz
niech X1, Xa, ..., Xn, X; € R, bedqg niezaleznymi zmiennymi losowymsi o roz-
kladzie Cauchy’ego z parametrami (0,1). Wowczas wektor X =Y X;z; ma
rozktad Cauchy’ego, poniewaz dla dowolnego wektora x € V.- mamy

n

(2, Xiwi) = Y (w,7:) X,
i=1

=1

a zgodnie z tym, co zostalo przedstawione powyzej, kombinacja liniowa nie-
zaleznych zmiennych losowych o rozkladzie Cauchy’ego ma rozklad Cau-
chy’ego. Ostatni etap wogdlnienia mozna przeprowadzi¢ na kilka sposobow.
Ich opis mozna znaleZé w specjalistycznej literaturze, na przyktad w [5].

2.1 Formy kwadratowe wektoréw o rozkladzie nor-
malnym

W biezacym podrozdziale wyznaczymy, przy pewnych zalozeniach, rozktad
formy kwadratowej (X, AX), gdzie X € (V,(-,-)) jest wektorem losowym o
rozkladzie normalnym N (u, ), natomiast A € S(V).

Definicja 2.2. Niech X bedzie wektorem losowym o rozkladzie normalnym
N(u,I) na przestrzeni R™ ze standardowym iloczynem skalarnym. Rozklad
zmiennej losowej Y = | X |2 nazywamy niecentralnym rozktadem chi-kwadrat
o n stopniach swobody i parametrze niecentralnosci 6> = |ul|* i piszemy

L(Y) = x7(6%).

Wiadomo, ze rozklad (centralny) chi-kwadrat o n stopniach swobody,
oznaczany jako x2, to rozklad sumy kwadratéw n niezaleznych zmiennych
losowych o rozkladzie N(0,1). Z wniosku 2.1 wynika, ze skladowe X; wek-
tora X wystepujacego w definicji 2.2 sg niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozkladach £(X;) = N(u;, 1), gdzie p = (p1, po, - - ., pn)" € R™. Centralny
rozktad chi-kwadrat jest wiec szczegbdlnym przypadkiem rozkiadu niecen-
tralnego, mianowicie

X = X4(0).
Przeksztalcajac wektor X (L£(X) = N(u,I)) przez transformacje ortogo-

nalng o macierzy @, ktérej pierwszym wierszem jest ﬁ oraz zauwazajac,
iz

Y =X =X'X = (QX)'QX,

gdzie L(QX) = N\, I), A = Qu = (|p|,0,...,0) € R" mozemy pokazac,
ze

Y =U?+W, (2.5)
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a zatem
Xa(8%) = L(UZ + W), (2.6)

gdzie U 1 W sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach L(U) =
N(5,1) oraz L(W) = x2_,, 6 = |u|. Mianowicie, oznaczajac QX = V
(Vi,Va,..., V), mamy

n n
Y=VV=3V=Vl+> V7
i=1 i=2
gdzie L(V1) = N(4,1), L(V;) = N(0,1), i = 2,3,...,n i wystarczy wy-
bra¢ U = Vi, W = Y , V;2. Reprezentacja ta pozwala po pewnych prze-
ksztatceniach (zob. [4], str. 35) uzyskaé funkcje gestosci rozkladu x2(62) w
nastepujacej postaci:

F@) =3 pK)guran(a), x>0, (27)
k=0

gdzie p(k) = P(K = k) dla zmiennej losowej K o rozkladzie Poissona P (%),
natomiast g, 1 ox () jest gestoscia centralnego rozkladu X% Lo~ Reprezentacja
(2.5) pozwala takze w prosty sposéb wykazaé twierdzenie o dodawaniu dla
niecentralnego rozktadu chi-kwadrat.

Twierdzenie 2.4. Niech X oraz X2 bedq niezaleznymi zmiennymsi loso-
wymi, przy czym L(X;) = x2.(07), i = 1,2. Woéwczas L(X1 + Xa) =
Xgll—i-ng (6% + 6%)

Dowdd. Korzystajac z rownoéci (2.6), mamy X+ Xo = U2 +UZ + Wi +Wa,
gdzie Uy, Uz, W1, Wy to niezalezne zmienne losowe, L£(U;) = N(d;,1) oraz
L(W;) = X%i—lv i = 1,2. Korzystajac ponownie z (2.6), mozemy napisaé
U} + U3 = Ui + W3, gdzie zmienne Us i W3 sa niezalezne i L(Us) =
N(y/6? +62,1), L(W3) = x3. Zastosowanie znanego twierdzenia o doda-
waniu dla centralnego rozkladu x? do wyznaczenia rozktadu zmiennej Wy +
Wy + W3 oraz wykorzystanie réwnosci (2.6) daje teze twierdzenia. O

PrzejdZzmy do wyznaczenia rozkladu formy kwadratowej (X, AX), X €
(V. (-,), A € S(V). Zaczniemy od szczegdlnego przypadku, gdy L£(X) =
N (u, I). Korzystajac z twierdzenia spektralnego 1.7, zapiszmy A = Y7 A\jx;0ay,
gdzie {x1,x9,...,2,} jest odpowiednia baza ortonormalna w (V, (-, -)). Wte-
dy

(X,AX) = (X, (zn: Niz;Oz) X) = Zn: iz, X)?,
=1 =1

a wigc (X, AX) jest zmienng losowa. Poniewaz Cov(X) = I, to na mocy
twierdzenia 2.3 i nastgpujacego po nim wniosku 2.1 zmienne X; = (z;, X),
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i=1,...,n, sa niezalezne oraz L(X;) = N((x;, p),1). W szczegdlnosci, gdy
A jest ortogonalna projekcja rzedu k na R(A), to A = Z]f x;0x;, gdzie

{z1,...,xk} jest baza ortonormalna przestrzeni R(A), wiec
k
(X, AX) = (i, X)*.
i=1

Twierdzenie 2.5. Niech wektor losowy X € (V, (-,-)) ma rozklad normalny
N(p,I). Jesli A € S(V) jest ortogonalng projekcjq rzedu k, to L((X, AX)) =
X3 (1, Ap)).

Dowdd. Niech {x1,x2, ...,z } bedzie baza ortonormalng przestrzeni R(A).
Zgodnie z komentarzem poprzedzajacym dowodzone twierdzenie, wystarczy
pokazaé, ze zachodzi réwnosé

k
i=1

Poniewaz L(z;, X) = N((zi,p),1), to L(z;, X)? = x3((x, 1)?). Ponadto
zmienne (x;, X) sa niezalezne, wiec z twierdzenia 2.4 wynika, ze

k k
c (zm,xﬁ) _ (Zm,u)?) .

i=1 i=1
Aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy juz tylko zauwazyé, ze

k k

D) = 3 (s (wiBi)n) = (. Ap).

O

Twierdzenie 2.6. Niech X € (V,(-,-)) bedzie wektorem losowym o rozkla-
dzie normalnym N (u,X), gdzie p € R(X). Niech B = XY/? oraz niech dane
bedzie odwzorowanie A € S(V'). Jesli BAB jest projekcjq ortogonalng rzedu
k, to wowczas

ﬁ((Xa AX)) = X%((:Uﬂ AU))

Dowdd. Jedli p € R(X), to u € R(B), poniewaz R(X) = R(B), wiec u = Bt
dla pewnego 7 € V. Niech Y € (V,(-,-)) bedzie wektorem losowym ta-
kim, ze L(Y) = N(7,I). Wowczas L(X) = L(BY), czyli L((X,AX)) =
L((BY,ABY)) = L((Y, BABY)). Odwzorowanie BAB jest projekcja orto-
gonalna rzedu k, wige z twierdzenia 2.5 wynika, ze L(Y, BABY) = x3((1, BABT)) =
Xi (BT, ABT)) = xj((1, Ap)). O
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Przedstawimy nastepnie warunki wystarczajace niezaleznosci form kwa-
dratowych wektora losowego o rozktadzie normalnym. Zalézmy, ze X €
(V,(+,-)) ma rozkltad N(p,X) i rozwazmy formy kwadratowe (X, A;X) dla
A; € S(V), i = 1,2. Przyjmujac B = /2, mamy £(X) = L(BY + u) dla
pewnego Y € (V, (-,-)), L(Y) = N(0,I), dlatego

L(X, A X) = L(BY 41, Ay(BY +1)) = L((Y, BA;BY )+2(BAiju, Y )+ (11, Aipr)).

W zwiazku z tym badanie niezaleznosci form (X, A;X) sprowadza sie do
badania niezaleznosci funkcji Z; = (Y,C;Y) + (x;,Y), gdzie C; € S(V),
x; € V (stale (u, A;p) nie maja wplywu na niezalezno$é form (X, 4;X)).

Lemat 2.1. Dla dowolnych przeksztalcenn A; € S(V,(-,-)), i = 1,2, naste-
pujgce warunki sq réwnowazne:

(i) AjAs =0,
(i) R(A1)LR(As).

Dowdd. Zalézmy, ze A1 As = 0, wéwezas R(Az) € N (A;). Poniewaz R(A;) L
N (A1), co wynika z twierdzenia 1.3, to R(Az) L R(A1). Z drugiej strony
jesli R(As) L R(A1), to R(A2) C (R(A1))*t = N(A1), wiec AjAsz =0 dla
kazdego x € V. O

Twierdzenie 2.7. Niech wektorY € (V, (-,-)) ma rozklad normalny N (0, I)
oraz niech Z; = (Y, A;Y) + (zi,Y), gdzie A; € S(V), x; € V, i =1,2. Jezeli
A1Ay =0, Ajzg =0, Asxz1 = 0 oraz (x1,22) =0, to Z1 i Zy sq niezaleznymi
zmiennymi losowymi.

Dowdod. Wykazemy, ze zmienne Z7 i Zy sa funkcjami dwdch niezaleznych
wektoréw losowych. Przez [, -] bedziemy kazdorazowo rozumieé¢ standardo-
wy iloczyn skalarny wprowadzony na odpowiedniej sumie prostej przestrzeni
unitarnych (wzorem (1.11)). Niech P; beda projekcjami ortogonalnymi na
R(A;). Poniewaz R(A1) L N(A1), to dowolny wektor v € V mozna przesta-
wi¢ w postaci v = v1 + va, v1 € R(41), v2 € N (A1), dlatego dla dowolnego
v € V mamy A1v = Ajvq oraz PLA1Piv = PLA1vy = Aqvy, czyli PLALP, =
A;p. Podobnie pokazuje sie, ze PyAsPs = As. Wobec tego zmienne Z; =
(PY, A;PY)+ (2;,Y) sa funkcjami wektoréw {PY, (z;,Y)} € (VOR, [, ]),
i = 1,2. Dla dowolnego wektora {{y1, a1}, {y2,a2}} € VARV &R, [,])
zmienna losowa

(y1, PiY ) +ai(z1,Y)+(y2, P2Y ) +as(z2,Y) = (Piyi+aiz1+Paya+ass, Y)

ma rozklad normalny, co dowodzi, ze taczny rozktad wektoréow { 1Y, (z1,Y)}
oraz {PY, (z2,Y)} jest rozkladem normalnym. Wystarczy juz tylko po-
kazaé, ze wektory {P1Y, (z1,Y)} i {PLY, (z2,Y)} sa nieskorelowane, wéw-
czas na mocy twierdzenia 2.2 sa one niezalezne. Dla dowolnych y1,y2 € V,
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a1, a2 € R, wykonujac elementarne przeksztalcenia, otrzymujemy

COV{[{y1> 051}, {P1Y,(:U1, Y)}]7 [{y27 OQ}? {P2Y7 (1‘27 Y)}]} =
= (y1, PLP2y2) + a1 (Pow1, y2) + aa(Przg, y1) + aras(z1, 22) = 0,

poniewaz na mocy lematu 2.1 mamy R(A;) LR(As), wiec Py P> = 0, nato-
miast pozostale sktadniki sg zerami, co wynika wprost z przyjetych zalo-
zen. O

Powyzsze twierdzenie mozna uogdlni¢ na wieksza liczbe form kwadra-
towych, przyjmujac, ze zalozenia twierdzenia 2.7 maja by¢ spelnione dla
kazdych dwéch przeksztalcen sposrdod wszystkich rozpatrywanych form kwa-
dratowych.

2.2 Rozklad warunkowy wektora losowego o roz-
kladzie normalnym
Rozwazmy wektory losowe X; € (Vi,(-,-)1) oraz Xy € (Va,(+,-)2). Niech

wektor { X1, Xa2} € (Vi & Va, [, +]) ma rozklad normalny o wartosci oczeki-
wanej {1, p2} oraz kowariancji postaci

b X
Cov({X1, Xa}) = ( /H 212 ) ; (2.8)
12 22
gdzie [, -] jest zadany wzorem (1.11). Wéwczas wektory X oraz Xo maja

rozklady normalne. Poniewaz

E[{v1,va}, {X1, Xo}] = [{v1, v2}, {1, pa}] = (v1, )1 + (v2, p2)2

i dla v9 = 0 € V5 oraz dowolnego v; € Vi mamy

E[{v1,0}, {X1, X2}] = E(v1, X1)1 = (v1, 1)1,

to E(X1) = p1 € V5. Wyznaczmy teraz kowariancje wektora X;. Na mocy
twierdzenia 1.18 dla dowolnych wektoréw {vy,ve}, {v],v4} € Vi @ V4 zacho-
dza réwnosci

COV{[{Ulv U2}7 {le XQ}]? [{vll) Ué}v {X17 XQ}]} =
Z[{Ul, vg}, {2111)/1 + 2121)5, 2/120/1 + Zggvé}].

W szczegdlnosci, dla ve = vl = 0 € V,, mamy
cov{(v1, X1)1, (v}, X1)1} = [{v1, 0}, {E110], Bipv1 }] = (v1, B1avy),

stad oraz z faktu, ze nieujemna okreslono$¢ odwzorowania ¥ implikuje nie-
ujemng okreslono$é¢ odwzorowan Y17 oraz Yo, wynika, iz Cov(X;) = Xq3.
Analogicznie wyznacza sie momenty wektora Xs.
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Twierdzenie 2.8. Niech dane bedq wektory losowe X1 € (Vi, (+,-)1), X2 €
(Va, (+,+)2) oraz wektor {X1, X2} € (Vi @ Va,[,+]) o rozkladzie normalnym z
wartoscig oczekiwang {u1, pa} oraz kowariancjg ¥ postaci (2.8). Wowcezas
rozktad warunkowy wektora losowego X1, przy Xo = va € Vb, jest rozkladem
normalnym o wartosci oczekiwanej

E(X1|X2 = v2) = p1 + X125 (v2 — pi2)
oraz kowariancji postact

Cov(X1]| X2 =v2) = X151 — X123, ’12,
gdzie Yoy o0znacza uogdlniong odwrotnosé odwzorowania oo.

Dowdd. W dowodzie twierdzenia wykorzystamy postaé funkcji charaktery-
stycznej wektora o rozkladzie normalnym, dlatego zauwazmy, ze jezeli wek-
tor Y € (V,(-,-)) ma rozklad normalny o parametrach puy oraz ¥y, to dla
kazdego v € V' zmienna (v,Y’) ma rozklad normalny o wartosci oczekiwanej
(v, py) oraz wariancji réwnej (v, Xy v). Wynika stad, ze funkcja charaktery-
styczna zmiennej (v, Y’) ma postaé

Bo)(6) = E(explit(o, V) = exp |it(v. ) = 520 Zye)| . teR

Przyjmujac t = 1, uzyskujemy postaé¢ funkcji charakterystycznej wektora Y

1
Oy (v) = E (expli(v,Y)]) = exp [i(v,uy) - Z(U,Eyv)] , veV. (29)
Rozwazmy wektory X; — ¥X1225,Xo € Vi oraz Xy € Vi, Dla dowolnych
elementéw vy € Vi, vo € Vi zachodzi réwnosé

[{v1, 02}, {X1 — B1285, X0, Xo}] = [{v1,v2 — B3, 8501 }, { X1, Xo}].

Poniewaz wektor {X1, X2} ma rozklad normalny, to z powyzszego réwna-
nia wynika, ze dla kazdego v1 € V) zmienna losowa (vi, X7 — X12¥55X2)1
ma rozklad normalny (wystarczy przyja¢ ve = 0), czyli wektor losowy
X1 —212¥5, X9 ma rozktad normalny w przestrzeni V. Ponadto, z powyzsze-
go réwnania wnioskujemy, ze wektory X — 212355 Xo oraz Xo maja taczny
rozklad normalny. Zgodnie z twierdzeniem 1.19 wektory te sa nieskorelowa-
ne, stad na mocy twierdzenia 2.2 sa niezalezne. Z twierdzenia 1.19 otrzymu-
jemy réwniez nastepujaca posta¢ kowariancji wektora X — X1235, Xo:

COV(X1 — 21222_2)(2) = 211 — 21222_22,12.
Natomiast, z wlasnosci wartoéci oczekiwanej wynika, ze

E(X7 — 21235, X0) = p1 — L1235 .
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Wykorzystujac to, co zostato do tej pory stwierdzone, rozwazmy nastepujaca
funkcje charakterystyczna:

D x| Xo—uy (V1) = E (exp [i(v1, X1)1] [ X2 = v2)
= (exp {’i(?)l,Xl)l - i(’l)h 21222_2)(2)1 + i(’l)l, 21222_2)(2)1} ‘XQ = 1)2)
= exp :Z'(UL E1222}1}2)1} E (eXP [i(vl, X1 — 2122§2X2)1}>

= exp i(U17212,252U2)1} X

. _ 1 _
X exp {Z(Ulaﬂl — Y1950 H2)1 — 5 (017 (311 — 212222232)01)1}
1

= exp |1 (Uluul + Y1235 (v2 — M2)>1 ~3 (Ub (311 — 2122222/12)01>J ,

gdzie vy € Vi. Poniewaz funkcja charakterystyczna jednoznacznie wyznacza
rozktad, otrzymujemy teze twierdzenia.
O

W nastepujacym przykladzie wykorzystamy powyzsze twierdzenie do
wyznaczenia warunkowego rozkltadu wybranej liczby poczatkowych kolumn
macierzy losowej skonstruowanej w przyktadzie 2.1 wzgledem pozostatych
kolumn tej macierzy.

Przyktad 2.3. Rozwaimy przestrzeni R™ ze standardowym iloczynem ska-
larnym. Niech X1, Xo, ..., X, bedq niezaleznymi wektorami losowymsi o Toz-
ktadzie normalnym na R™ z wartoscig oczekiwang p € R™ oraz kowariancjg
3, gdzie 3 jest dodatnio okreslone. Wowczas, zgodnie z tym, co zostalo po-
kazane w przykladzie 2.1, macierz X o wierszach X1, X}, ..., X], ma rozklad
normalny w przestrzeni (Mpxm, (-, -)) z parametrami ey oraz I, ® X, gdzie
e € R" jest wektorem zlozonym z n jedynek oraz (A, B) = tr(AB’) dla do-
wolnych macierzy A, B € Muxm.

W celu wyznaczenia warunkowego rozkladu pierwszych p kolumn macie-
rzy X wzgledem ostatnich q kolumn, p + q¢ = m, podzielmy X na macierze
Wi € (Mpxp, (-,)1) oraz Wy € (Myxq, (-, )2) zloZone odpowiednio z pierw-
szych p i ostatnich q kolumn macierzy X (iloczyny skalarne (-,-)1 oraz (-, )2
definiujemy analogicznie jok w przypadku przestrzeni Mpxm). W ten sam
sposéb podzielmy macierz ep na epy € My, oraz eply € Myxq. Macierz
X mozemy rozpatrywaé jako wektor {Wq,Wa} o rozkladzie normalnym w
przestrzeni (Mupxp @ Muxq, [+, °]) z wartoscig oczekiwang {ep],eps}, gdzie
iloczyn skalarny [-, -] jest zadany zgodnie z réwnaniem (1.11). Aby wyznaczyé
kowariancje wektora {W1, Wa}, zauwaimy, ze dzielgc macierz X dokonali-
smy podziatu kazdego z wektorow X; na wektory X;, € RP oraz X;q; € R,
ktorych transpozycje stanowiq wiersze macierzy Wy @ Wa. Z tego, Ze kowa-
riancja wektora X; istnieje wynika, Ze istniejg kowariancje Cov(Xsp,) = 311,
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Cov(Xiq) = Yo oraz Cov{Xip, Xiq} = X12 i na mocy twierdzenia 1.18 od-
wzorowanie > mozemy zapisaé w postaci

$_ Y11 X2
Xy Yoo
Utozsamiajgc dowolng macierz A € My, xm z odpowiednim wektorem { Ay, As}
w przestrzeni Mpxp ® Myxq, mozna pokazaé, Ze zachodzi réwnosé

I®¥Yn I1®Xp

(I, ®L)A = ( To5, T

) {41, A2} = S{A;, A}

Wobec tego Cov({W1,Wa}) = S i na mocy twierdzenia 2.8 warunkowy roz-
ktad wektora Wy, przy Wo = wa € Myq, jest rozktadem normalnym o
wartosci oczekiwanej

E(W:1[Wa = ws) = ey + (I © S12)(I @ o)~ (wz — epuh)
= epy + (I ® Z1255, ) (w2 — epry)
= epiy + (w2 — e3) (X5 Ths)

oraz kowariancji postact

Cov(Wi|[Wo = wp) =T @ %11 — (I @ X12)(I @ Bo2) I @ X))
=T ® (11 — D12X55 2).

W obu przypadkach skorzystalismy z faktu, ze (I @ Xgo) ' =1 ® 22_21 oraz z
pozostatych wlasnosci iloczynu Kroneckera odwzorowarn.

Aby wyznaczyé rozklady macierzy Wi oraz Wa, wystarczy ustali¢ macie-
rze blokowe A = [I,,0] € Mpxm, B =10,1;] € Mgxm i zauwazyé, ze

L(Wh) = LIXA) = L(T ® A)X) = N(epy, I @ Y1),

L(Ws) = L(XB') = LI ® B)X) = N(ephy, I @ o).

2.3 Funkcja gestosci rozktadu normalnego na prze-
strzeni wektorowej

Rozklad normalny wektora losowego X € (V, (-, -)) zostal zdefiniowany przez
postulowanie normalnosci rozktadu wszystkich zmiennych losowych beda-
cych formami liniowymi wektora X . Dzieki temu zalozenie o dodatniej okre-
Slonosci kowariancji wektora X nie bylo konieczne. W biezacym rozdziale
wyznaczymy gesto$é¢ rozkladu normalnego, w przypadku nieosobliwej ko-
wariancji. Oczywidcie musimy wczesniej zdefiniowa¢ miare dominujaca w
przestrzeni V. W tym celu rozpoczniemy od zadania na dowolnej skoniczenie
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wymiarowe]j przestrzeni unitarnej miary niezmienniczej ze wzgledu na trans-
lacje i skoniczonej na zbiorach zwartych. Nastepnie sformulujemy twierdzenie
podajace postaé gestosci rozktadu normalnego wzgledem zdefiniowanej mia-
ry.

Wiadomo, ze dowolna n-wymiarowa rzeczywista przestrzen wektorowa
V' jest izomorficzna z przestrzenia R™. Potraktujmy obie przestrzenie ja-
ko unitarne i rozpatrzmy izometrie 1T', ktéra przypisuje wektorom e; bazy
kanonicznej w R™ wektory v; bazy ortonormalnej w (V, (-, -)), czyli

T(e;) =vy,, i=1,...,n. (2.10)

Wykorzystujac wlasnosci odwzorowania 7', mozemy zada¢ na V miare za
pomoca miary Lebesgue’a w R™. Niech B(V) oznacza o-cialo podzbioréw
borelowskich przestrzeni V. Odwzorowanie T~! jest liniowe, a wiec réw-
niez ciggle, stad dla kazdego zbioru B € B(V) mamy T-!(B) € B(R").
Oznaczmy przez | miare Lebesgue’a na R”. Miara Lebesgue’a na V' bedzie-
my nazywaé¢ miare vy okreslong wzorem

w(B) =1 (T—l(B)) ., BeB).

Dzigki wlasnoéciom miary Lebesgue’a na R™ (ktéra jest niezmiennicza ze
wzgledu na translacje i skoficzona na zbiorach zwartych) dla dowolnego zbio-
ru B € B(V), dowolnego elementu v € V oraz zbioru B+v = {z+v: = € B}
zachodza nastepujace réwnosci:

w(B+v) =T (B+v)) =1(T'(B)+ T (v)) =1 (T71(B)) = vo(B).

Ponadto, miara vy kazdego zbioru zwartego w V jest skoficzona, poniewaz
zbiér zwarty K w przestrzeni unormowanej jest domkniety, czyli K € B(V),
stad T7Y(K) € B(R") i T~}(K) jest zwarty (bo odwzorowanie T~! jest
ciggte). Wynika stad, ze miara 1 jest niezmiennicza ze wzgledu na translacje
i skonczona na zbiorach zwartych w V.

Nastepujace twierdzenie podaje postaé¢ gestodci rozkladu normalnego
wzgledem miary vy, w przypadku gdy gestosé ta istnieje.

Twierdzenie 2.9. ([2], str. 122) Niech wektor losowy X € (V, (-,+)) ma roz-
ktad normalny o wartosci oczekiwanej p oraz kowariancyi ¥. Jezeli odwzo-
rowanie X jest dodatnio okreslone, to gestosé rozkladu wektora X wzgledem
miary vy ma postaé

p(0) = (20) (et (3) P exp -5 (v - =0 )] vev.

gdzie n to wymiar przestrzeni V.
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